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前 言 


经 过 一 年 多 的 努力 ， 适合 境 外 生 教 学 的 《 微 积分 》 简 易 教 
材 终于 编写 完成 . 初冬 的 华 园 大 道 ， 绿 意 依旧 ， 南 方 的 冬天 ， 
阳光 依旧 灿烂 ， 只 是 风 稍 微 有 点 冷 意 ， 笔 者 在 华侨 大 学 从 事 境 
外 生 公 数 教育 已 近 15 年 ， 通 过 与 诸多 境外 生 的 交流 ,深切 体 
会 到 他 们 的 心声 :“ 数 学 真 的 好 难 、 好 抽象 啊 ! 真 想 学 好 数学 ， 
老师 ， 我 已 尽力 了 ， 但 不 懂 的 还 是 占 大 多 数 . ”因此 ， 如 何 编 
写 一 本 适合 大 多 数 境外 生 的 微 积分 教材 ， 如 何 结 合 教材 将 境外 
生 吸 引 到 高 等 数学 的 海洋 中 ,这 是 一 项 具有 挑战 性 的 任务 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 我 们 尽 可 能 遵循 如 下 原则 : 符合 境 
外 生 实际 ,在 保证 相关 概念 、 定 义 及 定理 的 严谨 性 的 同时 ， 尽 
可 能 弱化 定理 的 证 明 ， 尽 可 能 增加 计算 讲解 . 为 体现 上 述 原 
则 ， 编 写本 书 时 ， 我 们 对 内 容 做 了 如 下 安排 : 

第 1 章 主要 介绍 初 高 中 知识 ， 从 集合 概念 出 发 ， 强 调 函 数 
概念 、 函 数 的 相关 性 质 及 函数 图 形 ， 并 给 出 若干 恒等式 及 不 
等 式 . 

第 2 章 直接 介绍 函数 极限 及 相关 性 质 ， 删 除 一 般 教 材 中 数 
列 极 限 概念 . 

第 3 章 注重 函数 求 导 计算 ， 强 调 计算 公式 的 应 用 . 

第 4 章 介绍 三 个 微分 中 值 定 理 ， 突 出 洛 必 达 法 则 求 极 限 ， 
强调 利用 导数 研究 函数 性 质 . 

第 5 章 直 接 引 入 定 积分 概念 ， 弱 化 不 定 积分 计算 . 

第 6 章 简介 微分 方程 概念 及 求解. 

第 7 童 以 二 元 函数 为 例 ， 讨 论 多 元 函数 微分 . 

第 8 章 介绍 二 重 积分 的 概念 与 计算 . 并 介绍 反常 二 重 积分 
概念 . 


by 


本 教材 由 两 部 分 构成 : 一 元 函数 微 积分 〈 第 1 一 6 章 ) 和 多 
元 函数 微 积 分 〈 第 7 一 8 章 ) . 其 中 ,一 元 函数 微 积分 由 伍 锦 棠 
编写 ， 多 元 函数 微 积 分 由 王朝 祥 编写 . 教材 中 的 插图 由 数学 科 
学 学 院 2014 级 信息 与 计算 科学 系 的 何 宏 玮 完成 . 书 中 带 * 的 
内 容 为 选 学 内 容 ， 供 读者 了 解 学 习 。 

本 书 在 编写 过 程 中 ,参考 了 国内 外 众多 的 教材 . 清华 大 学 
出 版 社 对 本 书 的 编审 、 出 版 给 予 了 热情 支持 和 帮助 ， 华 侨 大 学 
教务 处 、 数 学 科学 学 院 也 给 予 了 大 力 支持 ， 在 此 一 并 致谢 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 加 之 时 间 仓 促 ， 教材 中 存在 不 妥 之 
处 ,希望 专家 、 同 行 、 读 者 批评 指正 ,使 本 书 在 教学 实践 中 不 
断 完善 . 
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8.2.2 


第 1 章 中 学 必 备 知识 


在 大 学 阶段 , 数学 是 诸多 专业 的 必修 课程 , 大 学 数学 学 习 
的 好 坏 , 直接 影响 到 学 生 后 继 课 程 的 学 习 . 大 学 数学 是 中 学 数 
学 的 延伸 和 拓展 , 它 离 不 开 中 学 数学 知识 的 积累 与 融 汇 ， 部 分 
大 一 新 生 在 学 习 大 学 数学 课程 一 段 时 间 后 感到 困难 , 进而 产生 
大 学 情绪 . 造成 这 一 现象 的 原因 之 一 是 部 分 学 生 中 学 数学 知识 
掌握 不 牢固 , 且 大 学 数学 与 中 学 数学 教学 间 存在 着 一 定 程 度 的 
脱节 . 因此 , 本 章 汇总 部 分 中 学 基本 数学 知识 , 起 到 衔接 大 学 
数学 与 中 学 数学 的 作用 . 


1.1 实 数 集 


本 课程 研究 的 基本 对 象 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 . 为 此 ， 
本 节 先 简要 叙述 与 实数 有 关 的 概念 ， 为 后 继 教 学 做 好 准备 


1.1.1 集合 的 概念 


具有 某 种 共同 属性 的 对 象 的 全 体 , 我 们 称 之 为 集合 , 通常 
用 大 写字 母 A, B, X, 了 Y,… 表 示 . 例如 , Ail= 二 {1, 2, 3, 4, 5， 
6}, As 二 {x11 二 xz 过 2}, C={zx|lx? 十 1==0}, D= {华侨 大 学 
2018 年 人 校 大 一 新 生 }. 组 成 集合 的 每 一 个 对 象 称 为 集合 的 元 
素 , 通常 用 小 写字 母 a, 5, x,，y,… 表 示 . 若 工 是 集合 X 的 元 
素 , 我 们 称 z 属于 集合 X, 记 作 xEX; 若 z 不 是 集合 X 的 元 
素 , 我 们 称 xz 不 属于 集合 X, 记 作 xX. 不 含有 任何 元 素 的 集 
合 称 为 空 集 , 记 为 如 

显然 , 元 素 1€Ai, 7 Ai. 由 于 在 实数 范围 内 , 集合 C 不 


含有 任何 元 素 , 为 空 集 , 即 C 一 名. 

集合 一 般 有 两 种 表示 方式 : 一 是 列举 法 , 把 它 的 所 有 元 素 

列举 在 一 个 花 括 号 内 ,如 上 述 集合 A:; 二 是 描述 法 , 指明 
集合 中 元 素 所 具有 的 确定 性 质 , 如 上 述 集合 A;、 集 合 D. 

若 集 合 A 中 的 所 有 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 则 称 A 为 召 
的 子 集 , 记 为 ACB. 由 集合 A 与 B 的 所 有 公共 元 素 构成 的 集 
合 , 称 为 A 与 B 的 交集 , 记 为 A 站 B; 由 集合 A 与 B 的 所 有 元 
素 构成 的 集合 , 称 为 A 与 B 的 和 集 , 记 为 AUB; 由 包含 在 集 
合 A 中 而 不 包含 在 集合 B 中 的 所 有 元 素 所 组 成 的 集合 , 称 为 A 
与 B 的 差 集 , 记 为 A 一 B. 在 所 考虑 的 范围 中 , 由 不 属于 集合 A 
的 其 他 所 有 元 素 所 构成 的 集合 , 称 为 A 的 补 集 , 记 为 A . 


1.1.2 实数 集 、 数 轴 、 绝 对 值 . 区 间 与 急 域 


实数 集 (用 R 表示 ) 由 有 理 数 集 ( 用 Q 表示 ) 和 无 理 数 集 (用 
Q: 表示) 两 部 分 组 成 .人们 对 实数 的 认识 是 逐步 发 展 的 , 从 自然 
数 、 整 数 发 展 到 有 理 数 ( 即 可 表示 为 两 个 整数 相 除 的 形式 ), 再 进 
一 步 发 展 到 无 理 数 ( 即 不 可 表示 为 两 个 整数 相 除 的 形式 , 例如 y2， 
x，e 等 均 为 无 理 数 ). 

在 一 条 水 平 直线 上 取 定 一 点 O 作为 原点 , 指定 一 个 方向 为 
正方 向 (一 般 把 原点 向 右 的 方向 规定 为 正方 向 ), 再 规定 一 个 单 
位 长 度 , 这 种 具有 原点 、 正 方向 和 单位 长 度 的 直线 称 为 数 轴 . 实 
数 集 与 数 轴 上 的 点 有 着 一 一 对 应 的 关系 . 例如 , 数 1 与 数 轴 上 
原点 O 向 右 一 个 单位 长 度 处 的 点 对 应 ; 数 一 2 与 数 轴 上 原点 O 
向 左 两 个 单位 长 度 处 的 点 对 应 . 本 书 只 在 实数 集 范 围 内 研究 问 
题 , 并 把 “实数 a” 与 “ 数 轴 上 的 点 a” 这 两 种 说 法 看 作 具 有 相同 
的 含义 . 

集合 {ra 三 xb}==[a, 中 称 为 闭 区 间 ; 集合 {xla 二 x<b} 二 
(a, 5) 称 为 开 区 间 ; 集合 {rla 三 x 过 4b) 二 [a, 5) 称 为 左 闭 右 开 区 
间 ; 集合 {zx|a 二 x 三 5b) 二 (a, 由 称 为 左 开 右 闭 区 间 . 上 述 区 间 统 
称 为 有 限 区 间 , 如 图 1-1 所 示 , 可 在 数 轴 上 对 应 表示 . 
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@ © > 0 CO 区 
a 五 a b 
[a,b] (a,b) 
@ 0 > 0 © > 
a b a b 
[a,b) (a,b] 
图 1-1 


此 外 引入 记号 十 co( 读 作 正 无 穷 ) 和 一 co( 读 作 负 无 穷 )， 则 

可 得 无 限 区 间 , 例如 
{zx|z>a}=(a, +°0), 
{xz|z<06}=(—00, b]. 
设 a€R, 6 二 0, 实数 点 a 的 绝对 值 定义 为 
4 之 0， 
lal= 
as wai0, 
满足 绝对 值 不 等 式 |x 一 a| 6 的 全 体 实数 z 的 集合 称 为 点 a 的 
6 邻 域 , 记 为 U(a; 6), 即 有 
U(a; 0)={zx||zx—a|<6}=(a—é, at0), 

它 在 数 轴 上 表示 以 点 & 为 中 心 , 长 度 为 26 的 对 称 开 区 间 . 有 
时 , 我 们 也 用 U(a) 表 示 点 a 的 某 个 邻 域 . 

点 a 的 6 空心 邻 域 定义 为 

Ula; OH)={zx|0<|z—al|<6}, 

它 在 数 轴 上 表示 以 点 a 为 中 心 , 长 度 为 28 的 对 称 空心 (不 含 点 
a) 开 区 间 . 有 时 , 我 们 也 用 U(4) 表 示 点 a 的 某 个 空心 邻 域 . 

此 外 , 还 有 以 下 几 种 邻 域 . 

点 a 的 6 右 邻 域 : Ui (a; 9) 二 {x|a 二 +<a 二 0} 二 [a, a 十 9)( 也 
记 为 Ul (a)). 

点 a 的 空心 5 右 邻 域 : Ui (a; 0)= 二 {rla<r<at6} 二 (a, a 十 
人 (也 记 为 UV (a)). 

点 a 的 6 左 邻 域 :U_ (a; 0) 二 {xr|a 一 6<<r<a} 二 (a 一 6, aj( 也 
记 为 U- (a)). 


点 a 的 空心 5 左 邻 域 : UL (a; 0) 二 {x|a-6<x<a} 二 (a 一 6, 
Q) (也 记 为 立 (a)). 

co 邻 域 : U(co)={zllzl>M, 其 中 M 为 给 定 的 充分 大 的 
正 数 }. 

十 co 邻 域 : U( 十 cc) 一 ftzlz 之 M, 其 中 M 为 给 定 的 充分 大 
的 正 数 }. 

一 co 邻 域 : U( 一 co)={zlz 二 一 M, 其 中 M 为 给 定 的 充分 
大 的 正 数 }. 


习题 1-1 


1. 用 列举 法 表示 下 述 集合 : 
(1) 不 超过 3 的 正 整 数 ; 
(2) 圆 x? 十 y= 二 1 与 坐标 轴 的 交点 ; 
(3) 方程 x? 一 2x 一 3 二 0 的 根 ; 
(4) 摇 一 颗 仍 子 出 现 的 所 有 点 数 . 
2. 用 描述 法 表示 下 述 集合 : 
(1) 大 于 3 的 所 有 实数 ; 
(2) 满足 不 等 式 xz? 一 2+ 一 8 二 0 的 所 有 实数 . 
3. 写 出 集合 A={1, 2, 3} 的 所 有 非 空子 集 . 
4 可知 集合 多 =1{1, 3 村, B= 科 ， 饭 的 , 求 ， 


(1) ANMB; (2) AUB; (3) A—B. 

到 已 知 集合 A=t{z|2<z<5}, B={z| 一 2 之 z 之 3), 求 ; 
(1) ANMB; (2) AUB; (3) A—B. 

6. 用 区 间 表 示 满 足下 列 不 等 式 的 所 有 z 的 集合 : 
《17 |z 一 引 委 25 (2) |z|22s C3 | 风 一 划 写 名 


1.2 函数 概念 


函数 是 数学 中 最 重要 的 基本 概念 之 一 , 是 现实 生活 中 量 与 
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量 之 间 的 依存 关系 在 数学 中 的 反映 . 本 节 将 重 温 中 学 已 有 函数 
知识 , 并 给 出 几 种 常用 函数 . 


1.2.1 函数 的 定义 


定义 ” 设 A,B 是 两 个 给 定 的 非 空 实数 集 . 若 有 对 应 法 则 
f， 当 取 定 A 中 任 一 数 z 时 , 总 有 B 中 唯一 一 个 数 y 与 之 对 应 ， 
则 称 了 为 定义 在 A 上 的 函数 . 记 作 
f:A—B, 
rh>y. 
此 时 , A 称 为 函数 了 的 定义 域 , z 称 为 自 变量 , 与 x 对 应 的 y 
称 为 在 点 zx 处 的 函数 值 , 也 称 为 因 变 量 , 常 记 为 y 二 f(x). 
全 体 函 数值 构成 的 集合 
f(A)={y|y=f(z), rEA)} 
称 为 函数 了 的 值 域 . 
注 : 函数 的 定义 域 和 对 应 法 则 是 确定 函数 的 两 个 要 素 . 


1.2.2 函数 的 表示 法 


函数 的 表示 法 主要 有 三 种 , 即 解析 法 (或 称 公式 法 )、 列 表 
法 和 图 像 法 . 

例 1-1 y=f(x)=2zx+l1, xE[—1, 2). 
这 是 用 解析 法 (或 称 公式 法 ) 表 示 y 是 x 的 函数 . 

例 1-2 某 商 城 一 年 里 某 种 商品 各 月 的 零售 量 ( 单 位 : kg) 
如 图 1-2 所 示 . 


月 份 1 2 4 | 6 多 8 9 | 1 |1112 


零售 量 (kg) 75 80 62 45 53 42 38 46 35 32 37 | 30 
图 1-2 
这 是 用 列表 法 表示 零售 量 与 月 份 间 的 函数 关系 . 
例 1-3 某 气 象 站 一 天 24 小 时 监测 到 的 温度 随时 间 变 化 ， 
如 图 1-3 所 示 . 
这 是 用 图 像 法 表示 温度 随时 间 变 化 的 函数 关系 . 


有 些 函 数 在 其 定义 域 的 不 同 部 分 中 用 不 同 的 公式 表示 , 这 
类 函数 通常 被 称 为 分 段 函数 . 下 面 给 出 几 个 常见 的 分 段 函 数 ， 
例如 : 


绝对 值 函 数 

1 Zz 二 0， 
> 一 zl 一人， AD 

符号 函数 
—L, CR0， 
y=f(x)=sgn Z 一 10， =05 
jy 0 

取 整 函数 


y=f(z)=[zxj, xER, 
其 中 [zj] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 例如 ，[2.1]= 2， 
[—2.1]=—3%. 
狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 
1, 当 z 为 有 理 数 ， 
0， 当 工 为 无 理 数 . 


y=f(z)=D(xz)= 


1.2.3 函数 的 四 则 运算 


给 定 函数 f(z), zEA, 和 函数 gCz),， xEAhs, 记 A=Ai 门 A,， 
若 A 关 名 ,定义 函数 f 和 g 在 A 上 的 和 、 差 . 积 运 算 如 下 : 
F(z)=f(z)+g(z), EA, 
GCC 一 Co zsEA, 
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H(zx)=f(zx)Xg(zx), EA. 
车 A* = 二 ANn{z|g(z) 关 0, zEAs}) 关 名, 则 定义 函数 了 和 
8 在 A" 上 的 商 运算 如 下 : 


it TEA'. 


SC) 
1.2.4 复合 函数 
设 有 两 函数 
y=f(u), uEB, 
u=g(zx), EA. 


车 函数 g 的 值 域 与 函数 f 的 定义 域 的 交集 不 为 空 集 ， 即 
g(A)NNB 关 ZB, 记 A'’=={xlu 二 g(x)EB} 门 A 关 如 , 则 可 定义 新 的 
函数 

和 fl]; TEA's 
称 为 函数 f 和 g 的 复合 函数 ,并 称 f 为 外 函数 , g 为 内 函数 , 
为 中 间 变 量 . 

例 1-4 已 知 函 数 f(D)==Inu, wxwE(0, 十 cc)， 函数 wx 一 sgCz) 一 
1 一 z，ZzE (一 co， 十 cc),， 问 是 否 能 定义 复合 函数 f[g(x)]? 

解 : 由 已 知 , 外 函数 Fo) 一 In 的 定义 域 为 (0, 十 cc)， 而 
内 函数 w= 一 gs(Cz) 王 1 一 z 的 值 域 为 (一 co， 十 cc=), 它们 的 交集 不 
为 空 集 , 因此 , 可 以 定义 复合 函数 

y=f[lg(z)]=ln (1 一 z)， 
其 定义 域 为 {z|zE( 一 co，1))， 


1.2.5 反 函 数 


设 函 数 y 二 f(z) 在 A 上 有 定义 , 值 域 为 F(A). 如 果 对 每 一 
个 yE f(A), 均 有 唯一 一 个 zcEA 满足 f(x) 二 y, 将 此 对 应 规则 
记 为 广 :. 按 此 对 应 规则 得 到 一 个 定义 在 FCA) 上 的 函数 
三 11(y)，, 称 此 函数 为 y= 二 f(x) 的 反 函 数 . 

显然 , 反 函 数 xz 一 广 :(y) 的 定义 域 为 FCA), 值 域 为 A. 习 
惯 上 , 用 工 表 示 自 变量 ,>y 表示 因 变 量 . 因此 , 定义 在 A 上 的 函 
数 y 二 f(z) 的 反 函 数 可 改写 为 


y=f (x), rEfA). 
例 1-5 求 函 数 y= 二 f(x) 二 27 一 3, rE€[1, 5] 的 反 函 数 . 
解 : 由 y= 二 2x 一 3 可 解 出 


又 zxE[L1, 5], 易 得 yE[ 一 1, 7]. 将 上 式 中 xz 与 y 互 换 , 因此 
得 到 函数 y 二 2x 一 3 在 定义 域 [1, 5] 上 的 反 函 数 


= 3, ze[ 1, 7]. 


1.2.6 初等 函数 及 其 图 形 


下 列 六 类 函数 称 为 基本 初等 函数 . 

1. 常 函 数 

常 函 数 y==c(c 为 常数 ) 的 定义 域 为 (一 co， 十 cc)， 图 形 为 
平行 于 x 轴 截 距 为 c 的 直线 , 如 图 1-4 所 示 . 


» 


图 1-4 

2. 窜 函 数 

寡 函 数 y 二 x*(a 为 常数 ) 的 定义 域 随 寡 指 数 w 而 变化 , 但 
不 论 “ 取 何 值 , x 在 (0, 十 co) 总 有 定义 , 而 且 图 形 总 经 过 点 
(1，1) ,如 图 1-5 所 示 . 

函数 y 二 xz,y 一 x 的 定义 域 均 为 (一 co， 十 co), 其 图 形 关 
于 原点 对 称 ; 

函数 y= 二 x? 定义 域 为 (一 co, 十 ce), 其 图 形 关于 > 轴 对 称 ; 


而 函数 y 一 二 的 定义 域 为 [0， 十 cc). 
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3. 指数 函数 

指数 函数 >=az (ae 二 0,a 天 1) 的 定义 域 为 (一 cc， 十 cc), 值 
域 为 (0， 十 ce). 如 图 1-6 所 示 , 它们 都 经 过 点 (0, 1)， 且 当 
0<a<<1 时 ,函数 曲线 单调 下 降 ， 当 au 之 1 时 , 函数 曲线 单调 


.本 
2 
> 人 人 了 
1 
ol 
图 1-6 
4. 对 数 函 数 


对 数 函 数 y 二 logsx (aa 二 0,a 天 1) 的 定义 域 为 (0， 十 cc), 值 
域 为 (一 co， 十 ceo). 如 图 1-7 所 示 , 它们 都 经 过 点 (1, 0), 且 当 
0 二 a 二 1 时 , 函数 曲线 单调 下 降 ; 当 a 之 1 时 , 函数 曲线 单调 
上 条 


5. 三 角 函 数 


正弦 函数 y 二 sin x 和 余弦 函数 y 一 cos z 的 定义 域 均 为 (一 co， 
十 cc), 值 域 均 为 [一 1, 1], 其 图 形 分 别 如 图 1-8 和 图 1-9 所 示 . 


图 1-9 


?9 


正切 函数 > 一 tan zx 的 定义 域 为 数 轴 上 除去 z 


7 一 0， 士 1， 士 2,，… 的 其 他 实数 , 值 域 为 (一 ce， 十 ce)， 其 图 形 
如 图 1-10 所 示 . 


一 C2n 十 1) 
多 
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1 了 个 ! 
0 元 + | 二 
- 本 


和 
S 
图 1-10 


余 切 函数 y= cot x 的 定义 域 为 数 轴 上 除去 x 二 nr, 2 一 0， 
土 1, 士 2，… 的 其 他 实数 , 值 域 为 (一 co， 十 ce)， 其 图 形 如 
图 1-11 所 示 . 


1-11 


6. 反 三 角 函 数 
反正 弦 函 数 y 二 arcsin xz 的 定义 域 为 [一 1，1], 值 域 为 


| -到 中 | 其 图 形 如 图 1- 12 所 示 . 


反 余 弦 困 数 y 二 arccos x 的 定义 域 为 [一 1, 1], 值 域 为 [0, x]， 
其 图 形 如 图 1- 13 所 示 . 


y=arcsinx 


CAE] 


1-12 图 1-13 


反正 切 函 数 y 二 arctan xz 的 定义 域 为 (一 co， 十 cc), 值 域 为 


(= 和， 引 . 其 图 形 如 图 1- 14 所 示 . 


图 1-14 


反 余 切 函数 y= arccot x 的 定义 域 为 (一 co， 十 cc), 值 域 为 
(0, r),， 其 图 形 如 图 1-15 所 示 . 


y=arccot x 


BA 


1-15 
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由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 复合 运算 后 所 得 
到 的 一 切 函 数 , 统称 为 初等 函数 . 不 是 初等 函数 的 函数 , 称 为 
非 初 等 函数 , 例如, 狄 利克 雷 函 数 是 非 初等 函数 . 


1.2.7 有 具有 某 种 将 殊 属 性 的 函数 


1. 有 界 函 数 

设 函 数 y= 二 f(x) 在 实数 集 A 上 有 定义 , 若 存在 正 数 M, 使 
得 对 所 有 zEA, 均 有 |f(z) | 三 M, 则 称 y= 二 f(x) 在 A 上 有 界 . 
若 不 存在 这 样 的 正 数 M, 则 称 y= 二 了 f(z) 在 A 上 无 界 . 

例如 , 正弦 函数 y= 二 sin zx, 余 项 函数 y= 二 cos zx 均 在 R 上 有 


界 ,而 函数 y 一 上 在 (0,， 1) 上 无 界 ,但 在 [1， 十 cc) 上 有 界 . 


2. 奇 函数 和 偶 函 数 
设 函 数 y= 二 f(x) 在 实数 集 A 上 有 定义 ， 
(1) 若 对 所 有 xzEA, 有 ff( 一 +) 二 f(z), 则 称 了 f(z) 为 A 上 的 偶 
函数 ; 
(2) 车 对 所 有 zEA, 有 f( 一 z+) 二 一 f(x), 则 称 f(x) 为 A 
上 的 奇 函 数 . 
例 1-6 判断 函数 f(z) 二 x? 和 g(x) 二 zx 的 奇偶 性 . 
解 : 本 题 中 两 个 函数 的 定义 域 均 为 (一 co， 十 ce). 由 奇偶 
函数 定义 ,由 于 
f(—zx)=(—zx)’=zx’= f(x), 
因此 ,f(x) 二 zx? 为 偶 函 数 ; 又 
g(—X)=(—z)’ 2 plys 
因此 ,g(x) 二 x 为 奇 函数 . 
例 1-7 判断 函数 f(x) 二 x 十 1 的 奇偶 性 . 
解 : 显然 ,函数 定义 域 为 (一 cc,， 十 cc), 由 于 
汽 一 一 一 志和 扰动 天 一 轨 一 一 二 十] 天 一 六 二 )， 
因此 , f(x) 二 zx 十 1 为 非 奇 非 偶 函数 . 
3. 周期 函数 


对 函数 y 二 f(x)，, 若 存在 正常 数 T, 使 得 f(zx 土 T) 二 f(x) 


恒 成 立 , 则 称 此 函数 为 周期 函数 . 满足 此 等 式 的 正 数 工 , 称 为 
此 函数 的 周期 . 例如 , 正弦 函数 > 一 sin x, 余弦 函数 y 二 cos z 均 
是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 

注 : 并 不 是 每 个 周期 函数 均 存 在 最 小 正 周期 . 例如 , 按 定 
义 , 可 验证 : 任何 一 个 给 定 的 正 有 理 数 均 可 作为 狄 利克 雷 函 数 
的 周期 , 但 显然 不 存在 最 小 的 正 有 理 数 , 所 以 狄 利克 雷 函 数 不 
存在 最 小 正 周期 . 

4. 单调 函数 

设 函 数 y= 二 f(x) 在 实数 集 A 上 有 定义 , 对 A 上 任意 两 数 
zi Xz， 当 xi 过 zz 时 , 均 有 : 

(1) f(zD) 志 f(zz), 则 称 f(x) 为 A 上 增 函 数 , 特别 地 ， 当 
严格 不 等 式 f(x) 二 f(zxz) 成 立时 , 称 f(z) 为 A 上 严格 增 函 数 ; 

(2) f(zi) 宇 f (zs), 则 称 f(x) 为 A 上 减 函 数 , 特别 地 ， 当 
严格 不 等 式 f(z1) 记 f(zs) 成 立时 , 称 f(x) 为 A 上 严格 减 函 数 . 

例如 , 由 定义 , 容易 验证 : 函数 y= 二 2 十 1 为 (一 co， 十 co) 
上 严格 增 函 数 ; 而 函数 y= 二 xz? 在 (一 oo,，0] 上 为 严格 减 函数 . 


1.2.8 其 他 常用 公式 或 三 角 函 数值 


下 面 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 中 学 数学 课程 中 部 分 常用 三 角 
公式 、 特 殊 三 角 函 数值 .部 分 常见 恒等式 .一 元 二 次 方程 求 根 公 
式 及 部 分 常见 不 等 式 , 以 备 后面 章 节 求 解 需要 

1. 部 分 常见 三 角 函 数 公 式 

(1) sin(atb)= sinacosbt cosasinb. 

(2) sin(a—b)= sinacosb— cosasinb. 

(3) cos(atb)=cosacosb— sinasinb. 

(4) cos(a—b)=cosacosb sinasinb. 

(5) sin?zx+cos:z=1. 


Sin 工 


(6) tan z= 
COS 工 


(7) 1 十 tan2z 一 Ee 
COS 工 
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2. 部 分 特殊 三 角 函 数值 


i 1 a J Tl] 

sin , sin =F， sin 2 Sin 2 sin 9 
xT_V3 .TT_J2 Er 

cos0 l，cos 2 COs7 2，cos 2，cos 7 0 


3. 部 分 常见 恒等式 

(1) 完全 平方 式 : (a 十 06)? 二 a? 十 2ab 十 b?. 

(2) 平方 差 公 式 ; a? 一 ?二 (a 一 b) (a 十 6). 

(3) 立方 差 公式 ; a 一 ;= 二 (a 一 b)(a? 十 ab 十 b). 

(4) 立方 和 公式 : a3 十 63? 二 (a 十 b) (a? 一 ab 十 b). 

(5) 对 数 恒等式 : 当 z>>0 时 , x=e"7. 

4. 求 根 公式 

当 钴 一 4ac 辫 0 时 , 一 元 二 次 方程 ax? 十 bx 十 c= 二 0(a 关 0) 存 


在 实 根 


a 一 0 士 V 刀 一 4ac 
Wm 


当 玉 一 4ac 过 0 时 ,方程 ax* 十 bx 十 c= 二 0(a 关 0) 有 两 个 复 


数 根 


ee —bti V4ac—b’ 
2a ” 


其 中 , 了 = 一 1. 


5. 部 分 常见 不 等 式 
(1) 平均 不 等 式 设 w ,ay，…，,a 为 ! 个 非 负 实数 , 则 成 立 


不 等 式 


上 
Ta a 
“之 Vaias**an. 


注 : 此 不 等 式 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 
(2) 柯 西 不 等 式 ” 对 实数 a, az，…， a, 和 pi， bs …,b,, 


成 立 不 等 式 


注 : 此 不 等 式 可 通过 构造 非 负 二 次 多 项 式 证 明 . 
(ED 0<zx<3 时 ， 成 立 不 等 式 


i 


注 : 此 不 等 式 可 用 几何 方法 证 明 ( 详 见 2. 3 节 ). 


习题 1-2 


1. 求 下 列 函数 的 定义 域 : 
(1D) y= V1I—z; (2) y= VzT2+ V3—z; 
(3) y=logzs (zx’—4); (4) y= Vlogz (4—zx). 
2. 求 下 列 函 数 的 值 域 : 
GD y= 一 1， 工 取 有 理 数 ， 
ls 工 取 无 理 数 ; 
(2) y= 二 V1 一 zx， 其 中 一 3<z<0; 
(3) y= V9—z7. 
3. 写 出 下 列 各 题 中 由 所 给 函数 构成 的 复合 函数 : 
(1) y=u:, u=cos x; (2) y=Vu, u=1—zx; 


(3) y=logzu, u=zx’: 二 1; (4) y=e’, WE 二 


并 

4. 指出 下 列 函 数 的 复合 过 程 : 
(1) y 一 sin 37; (2) y 一 VI 一 2z; 
(3) y 一 er ; (4) y=arcsin Vz. 


5. 设 f(z) I, 求 F[LFCz)] 和 FLFCz)]}. 


& 床 册 成 
Ws 
7. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 
(1) y 一 4 一 5z， 其 中 一 1] 委 z 委 3; 


(2) y 一 寻 ， 其 中 一 3 委 z 委 一 1; 


时 


10; 


周期 . 
11. 判断 下 列 函 数 的 单调 性 : 
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C3 ?= 十， 其 中 z 关 1; 


(4) y= 二 x 一 2, 其 中 1x 二 2. 


证 明 下 列 函 数 有 界 : 

ad We 
(CD f(2) = (2) Fa 一 天 二 
判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 
(1) CD = (2) f(z)=z+ |z|; 


(3) f(x)=2+2-*; (4) FCz) 一 zsin zi 
(5) f(x)=log; 1 (6) fm 一 log (VT TI—z). 
证 明 : 任何 一 个 给 定 的 正 有 理 数 均 是 狄 利克 雷 函 数 的 


(1) f(x)=2—3z; (2) f (7)=3—; 
(3) f(z)=x’; (4) f(z)=x:. 
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在 大 学 数学 的 学 习 中 , 极限 是 最 重要 的 概念 之 一 , 诸多 数 
学 中 的 概念 ,如 微分 、 积分、 级 数 收 敛 等 都 建立 在 极限 概念 的 
基础 上 . 本 章 讨论 函数 极限 的 定义 、 性 质 及 其 基本 计算 , 并 在 


2.1 函数 极限 


本 节 直 接 介绍 函数 在 一 点 处 及 无 穷 远 处 极限 存在 的 概念 ， 
然后 给 出 无 穷 小 量 定 义 及 其 四 则 运算 , 为 下 一 节 极 限 四 则 运算 
做 好 准备 . 


2.1.1 函数 在 一 点 处 的 极限 


定义 1( 描 述 性 定义 ) 设 函 数 > 一 A(z) 在 点 ze 的 某 个 空心 
邻 域 (xo) 内 有 定义 , 如 果 当 自 变量 zx 在 此 邻 域 中 取 值 并 无 限 
靠近 zx。 时, 对 应 的 函数 值 f(z) 也 无 限 靠近 某 一 确定 常数 c， 则 
称 函数 f(z) 在 点 ze 处 以 c 为 极限 , 记 为 

limf (x)=e. 

注 : 

(1) 定义 1 中 并 不 要 求 函 数 f(z) 在 点 ze 处 有 定义 . 

(2) 定义 1 中 的 无 限 靠 近 并 没有 限定 只 能 从 一 边 靠近 , 可 
以 来 回 跳跃 式 靠 近 , 或 单 边 跳跃 式 靠近 . 

上 述 定义 1 为 函数 在 一 点 处 极限 存在 的 描述 性 定义 , 其 
中 , 自 变量 zz 无限 靠近 zx。,， 函数 值 f(x) 无 限 靠 近 常 数 c 等 描述 
充满 动感 , 但 缺乏 数学 严谨 性 . 下面 , 我 们 给 出 函数 在 一 点 处 极 
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限 的 严格 数学 定义 . 

定义 2 (zs-6 定义 ) 设 函 数 y= 二 f(z) 在 点 ze 的 某 个 空心 邻 
域 W(zo) 内 有 定义 ,，c 为 给 定 实数 . 若 对 任意 给 定 的 正 数 s, 总 
存在 正 数 $, 使 得 当 自 变量 zxEU(zo;6) 站 DCzo) 时 , 均 有 

|f(2)—el<e; 

则 称 函 数 f(z) 在 点 ze 处 以 < 为 极限 . 

注 : 

(1) 定义 2 中 任意 给 定 的 正 数 e 用 来 刻画 函数 值 (x) 与 常 
数 c 的 距离 无 限 接近 的 程度 . 

(2) 定义 2 中 存在 的 正 数 $ 用 来 刻画 自 变 量 z 与 定点 zu 的 
接近 程度 , 其 一 般 要 依赖 事先 给 定 的 e. 

此 外 , 函数 在 一 点 处 极限 存在 , 也 可 以 用 图 形 进行 刻画 . 

定义 3( 几 何 定义 ) 对 任意 给 定 的 正 数 e, 若 总 是 存在 以 直 
线 x 二 zo 为 中 心 、 宽 为 26 的 竖 带 , 使 函数 y= 二 f(x) 的 图 像 在 该 
竖 带 中 的 部 分 全 部 落 在 以 直线 y==c 为 中 心 线 、 宽 为 2 的 带 形 
区 域内 (点 (xo，f(zxo)) 可 能 例外 (或 无 意义 )), 如 图 2-1 所 示 ， 
则 称 函 数 f(z) 在 点 ze 处 以 c 为 极限 . 


ph 


为 方便 理解 ,以 下 关于 极限 的 定义 , 我 们 均 采 用 描述 性 说 法 . 
例 2-1 求 函 数 y 二 f(x) 二 zx 在 点 x。o 处 极限 . 
解 : 显然 , 当 自 变量 z+ 无 限 靠 近 z, 时 , 对 应 函数 值 zx 与 数 


_19| 


值 ze 无 限 接近 , 因此 


lim x = xo. 
ee 


例 2-2 求 函数 NS 的 极限 . 


解 : 显然 , 当 
数值 2 无 限 接近 , 因此 


2.1.2 左 、 右 极限 


定义 4 设 函 数 y= jz) 在 WU+(Czoi6) 上 有 定义 ,ce 为 给 定 
实数 , 若 当 自 变 量 z 从 右边 无 限 靠 近 zu( 记 为 zzr ) 时 ， 对 应 
函数 值 f(x) 无 限 靠近 常数 c, 则 称 c 为 函数 f(z) 当 x 一 zxo 时 
的 右 极限 , 记 作 

limf (zx)=e. 
同 理 , 我 们 可 定义 函数 f(z) 当 x 一 xo 时 的 左 极限 . 左 极限 和 
右 极 限 统称 为 单 侧 极 限 . 

例 2-3 讨论 符号 函数 f(x) 二 sgn x 在 zx=0 处 的 单 侧 极限 . 

解 : 在 自 变量 z 从 右边 趋向 0 的 过 程 中 , x 总 大 于 0, 此 时 
符号 函数 sgn z+ 二 1, 因此 

limf (x)=limsgn x=]1， 
同 理 , 在 自 变量 z 从 左边 趋向 0 的 过 程 中 , xz 总 小 于 0, 此 时 符 
号 函数 sgn z= 二 一 1, 因此 

limf(zx)=limsgn z=—1. 


0 一 0 


例 2-4 讨论 取 整 函数 f(x) 二 [zj 在 zx 二 0 处 的 单 侧 极限 . 
解 : 由 于 取 整 函数 Lx] 表示 的 是 不 超过 zx 的 最 大 整数 , 在 自 
变量 x 从 右边 无 限 趋 向 0 的 过 程 中 , 0 二 x<=1, 此 时 取 整 函数 [x] 
二 0, 因此 
limf(x)=lim[z]=0, 


而 在 自 变 : 量 z 从 左边 无 限 趋 向 0 的 过 程 中 , 一 1<z<0, 此 时 取 
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整 函 数 [z] 一 一 1, 因此 
limf (zx)=lim[z]=—1. 
关于 函数 极限 lim/(z) 与 相应 的 左 、 右 极限 间 的 关系 ， 有 如 下 
定理 
定理 1 limf(x) 二 c 的 充分 必要 条 件 是 
limf(z)=limf(z)=e. 
由 定理 1, 显然 , 例 2-3 中 的 符号 函数 sgn zx 在 zx 一 0 处 极 
限 不 存在 ; 例 2-4 中 的 取 整 函数 [zx] 在 zx 一 0 处 极限 也 不 存在 , 
2.1.3 酌 数 企 无 鹤 远 处 的 极限 
定义 5 设 丽 数 y 一 /(z) 在 (a, 十 co) 上 有 定义 ，c 为 给 定 
实数 . 若 当 自 变量 过 趋 于 正 无 穷 ( 记 为 zx 一 十 cc) 时 ,对 应 函数 
值 /(z) 无 限 靠近 常数 。， 则 称 函 数 /(z) 在 十 <= 处 以 < 为 极限 
记 作 
lim 7z) 一 <. 
同 理 , 我 们 可 定义 函数 /z) 在 一 = 或 = 处 以 < 为 极限 . 
例 2-5 讨论 函数 /(z) 一 工 在 <= 处 的 极限 . 


解 : 当 自 变量 x 趋 于 无 穷 时 ,对 应 函数 值 二 与 数值 0 无 限 
接近 , 因此 
一 
a a 
例 2-6 讨论 函数 f(x) 二 arctan 工 在 十 cc 处 和 一 ce 处 的 


极限 . 
解 : 当 自 变量 z 趋 于 正 无 穷 时 , 由 第 1 章 图 1-14 知 , 其 对 


应 函数 值 arctan 工 与 数值 3 无 限 接近 ， 因此 


元 
lim arctan z= 
zx*+oo 


2 
同 理 有 


lim f(x)= lim arctan 工 一 = 


2.1.4 无 穷 小 量 及 其 四 则 运算 


函数 在 一 点 处 或 无 穷 远 处 极限 存在 , 其 本 质 是 在 自 变量 x 
的 某 一 极限 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 FCz) 有 明确 变化 趋势 . 若 不 
特别 指出 ， 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 , 指 的 是 下 列 六 种 情形 中 
的 一 种 5 ww0s wd 5 x 10 wo05 人 全 一 5 


定义 6 若 在 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , 对 应 函数 什 
eles ;以 0 为 极限 ， 则 称 f(x) 为 自 变 量 zx 在 此 极限 过 程 


中 的 无 穷 小 (大 ) 量 . 

例如 , 当 z 王 1 时 , f(z)==(zx 一 1)? 环 0, g(z) 二 In z 一 0， 故 
(zx 一 1 和 lnz 都 是 x>1 过 程 中 的 无 穷 小 量 , 而 当 x>1 时 ,h(x) 二 
了 一] 天 0, 故 x 不 是 x>1 过 程 中 的 无 穷 小 量 . 

下 面 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 两 个 与 无 穷 小 量 有 关 的 定理 . 

定理 2 在 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , 函数 f(x) 以 c 为 
极限 的 充分 必要 条 件 是 在 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , f(x) 一 c 
是 无 穷 小 量 . 

定理 3 在 自 变量 x 的 某 一 极限 过 程 中 , 若 函 数 f(x), g(x) 
均 是 无 穷 小 量 , 则 在 自 变 量 x 的 这 一 极限 过 程 中 , f(x) 十 g(x)， 
f(z) 一 g(x),， f(x)g(z) 仍 是 无 穷 小 量 . 

例如 , 当 xz 一 0 时 , f(x)=x: 习 0, g(x)= 二 sin x 习 0, 因此 ， 
当 z 一 0 时 , x ?十 sin Xx， xz: 一 sinz，zzsinz 均 是 无 穷 小 量 

推论 在 自 变 量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , 车 函数 f(z) 是 无 
穷 小 量 且 函 数 h(z) 为 有 界 函 数 , 则 在 自 变量 z 的 这 一 极限 过 程 
中 ,f(zx)h(zx) 仍 是 无 穷 小 量 


例如 ， 当 zx 一 0 时, f(x) 二 x 下 0, 又 g(x)=cos , 


os 十 |<1 为 有 界 变 量 ， 故 当 -0 时 ，zcos 荆 是 无 穷 小 量 
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习题 2-1 


这 这 05 


i 役所 友和 作出 FCz) 的 图 形 , 并 讨论 当 
x 


2 
Ey 


X 阅 2 时 ,， f(x) 的 左 、 右 极限 . 
2. 证 明 : limjz| 不 存在 ， 


机 
3. 当 z-~0 时 , 下列 变量 中 哪些 是 无 穷 小 量 ? 
Ws 1 lan), 


_z 7 1 
1 Tarctan 元 
4. 当 zco 时 , 下列 变量 中 哪些 是 无 穷 小 量 ? 
于 2z 这 Sin 工 
Rt 


式 1 十 z2” zx ‘ 


ls 


2.2 极限 运算 


本 节 给 出 变量 极限 的 四 则 运算 和 复合 运算 , 并 利用 这 些 运 
算法 则 , 求 某 些 变量 的 极限 . 

定理 4 设 在 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , 函数 f(zx), g(x) 
分 别 以 ao， cs 为 极限 , 则 在 自 变量 x 的 此 极限 过 程 中 ,函数 
FF FT— gl fF(BDE(EINHM 以 Ges HH 
cics 为 极限 . 

证 : 由 定理 2、 定 理 3 及 定理 3 的 推论 容易 得 到 定理 4 
的 结论 . 

例 2-7 求 lim(zx? 一 2z 十 3). 


解 : limn(z2z 一 2z 十 3) 一 lim xz: 一 lim 2z 十 lim 3 
2 2 2 2 
一 (limz》 一 2 lim z+3 


= 
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定理 5 设 在 自 变量 z 的 某 一 极限 过 程 中 , 函数 f(x), g(x) 
分 别 以 a, cs 为 极限 , 且 cs 隆 0, 则 在 自 变量 x 的 此 极限 过 程 中 , 函 


数 必 z2 以 纪 为 极限 . 
(TY 
例 2-8 求 1i 27 
a 十 1 
解 : 由 于 
lim(z 2z) 一 lim x lim 2+= (lim x)° 2 limz= ls 
lim(x+1)=2A0, 
因此 
本 省 
i 六 lim(z 2z) 国史 
“= 1 lim(x +1) 妹 ” 
a 
例 2-9 求 lim 一 <. 
zl TX—1 
解 : 由 于 lim(z 一 1) 一 0, 所 以 不 能 直接 用 定理 5 计算 . 但 
注意 到 
Ta kw 
2.—1 1 E 
因此 
pe jis saat 
ee 
Fn mt sl > rl 
wy 
例 2-10 已 知 f(zx)=1 zx 一 1 求 limf (zx). 
1 Es el 


解 : 显然 , 当 自 变量 z 从 左边 无 限 趋向 1 时, 有 
limnF(z) 一 lim(z 一 2) 一 一 1， 
当 自 变量 z 从 右边 无 限 趋向 1 时 ,有 


limy7(CnD 一 lim 二 二 一 lim 要 
zl a 0 


1 一 二 


= 
es 名 


limf (xz) limf (x), 
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因此 , 由 定理 1 知 limf(x) 不 存在 . 

下 面 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 基本 初等 函数 求 极限 和 复合 函 
数 求 极限 的 相关 定理 . 

定理 6 若 f(z) 是 基本 初等 函数 且 定 义 域 为 A, 而 zoEA， 
则 limf (zx) =f(zo). 


例如 , Vz 是 基本 初等 函数 , 它 在 x 二 4 处 有 定义 , 故 lim/z 一 


V4 =2. 
例 2-11 求 ln 一 2 
解 : 由 于 lim(x 一 4) 二 0, 所 以 不 能 直接 用 定理 5 计算 . 但 
注意 到 
Vz—2_ (Vr—2) rt2) 工 一 4 -和 
x—4 (z 一 人 (VE 二 2) Cr—A)(/z+2) Vzt+2" 


再 利用 定理 6, 因此 


定理 7 设 limg(z) 一 <， 又 函数 > 一) 在 x= 一 & 处 有 定义 
且 limfcao) 一 Fa)， 则 
limf[g(7)]=f [limg(xz)]=f(a). 
定理 7 表明 , 求 复合 函数 f[g(z)] 的 极限 时 , 在 满足 定理 7 的 
条 件 下 , 函数 符号 和 极限 记号 可 以 交换 次 序 ; 或 者 , 作 代 换 "一 
g(7), 可 以 把 求 lm/[gCz)] 化 为 求 liny G0， 这 里 a=limg(x). 
例 2-12 求 lmV1i 十 x. 
解 : 由 定理 7， 
limViTz =, flim(l+z’) = V1. 
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习题 2-2 
1. 求 下 列 各 式 极限 : 
CD limCzz 十 2 十 3)， (2) ia| 2 一 二 
(3) lm (4) lim (et) 一 人 
(9 lms (9 lm 二 #5! 
(9) lm 到 (10) le 
CD lim i 


(12) lim (V2 Tz — Vai). 
太 - 和 
2. 若 lim 一 -35 存在， 求 常 数 k 的 值 . 


3. 车 lim 开 一 < -二 二 二 2 存在 , 求 常数 a, 2 的 值 . 


2.3 极限 存在 准则 和 两 个 重要 极限 


本 节 先 不 加 证 明 地 给 出 判定 极限 存在 的 两 个 准则 , 然后 ， 
作为 这 两 个 准则 的 应 用 , 我 们 给 出 两 个 重要 极限 公式 . 


2.3.1 两 边 夹 准则 


定理 8 (两 边 夹 准则 ) 若 
(1) 当 zEU(zro)( 或 |z|>M) 时 , 有 g(Cz) 委 FFCz)sPCz); 
(2) limg (x)=limh(z)=c (或 limg (7x)=limh(z)=0), 
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则 
limFCz) 一 c (或 limf(z)=0). 
作为 两 边 夹 准则 的 应 用 , 下 面 我 们 证 明 第 一 个 重要 极限 


j= CO 


0 TX 


注意 到 , 汪 对 一 切 z 取 0 有 定义 且 为 偶 函数 ,由 函数 极 


限 存在 的 充 要 条 件 , 我 们 只 需 证 明 limsm 工 一 1. 

如 图 2-2 所 示 , 在 单位 圆 中 , OA =OB=1. 设 圆 心 角 
人 A0Bz(0<x< 持 ], 点 A 处 的 切线 与 OB 延长 线 相交 于 点 
D, BClLOA, 则 


Sinn= CB w=AD kan w= 


图 2-2 


又 因为 Saws 二 Sxass 二 Saoap， 所 以 


二 sin < 二 tan | 


整理 后 可 得 


sinzx 


8 
必 


由 定理 6，lim cos x 二 cos 0 王 1, 由 定理 8, 令 x 一 0+ ， 即 得 
TO 
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limsm 工 一 1. 
0 TT 
例 2-13 求 lm 二 2 经. 
0 Er 
解 : 
yy Sn 2 1 Zein e608 FE 
i 
一 2 lim . lim cos x=2; 
0 TX 0 
方法 二 limsin Dk lim2sin 27 一》 
0 2 0 ee 
例 2-14 求 liml 人 
x0 
解 : 
-1 eos 1 (1 05s)(l Tes 
方法 一 : I EE ny Z2(1 十 cosZ) 
i 1—e08’z 
“0T (lcos zx) 
二 Sin27 
一 ozZ2(1 十 cos 工 ) 
-= (lms) * lim u 本 和 
as 65 次 
2sin? sin? 世 
记 半 二 jn 二 二 一 lim 一 一 lim 
a Re 国 
2 


2.3.2 单调 有 界 准 则 


对 于 zzr ，Zz 一 z ，z 一 十 ceo,，Zz 一 一 co 这 四 种 类 型 的 单 
侧 极 限 , 以 z 十 = 为 例 , 我 们 给 出 函数 极限 的 单调 有 界 准则 . 

定理 9( 单 调 有 界 准则 ) 设 函 数 f(x) 在 U( 十 co) 上 有 定义 
且 单 调 有 界 , 则 lim f(z) 存 在 . 
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利用 定理 8 和 定理 9, 可 得 到 第 二 个 重要 极限 公式 
im 人 1 4 二 (2-2) 
例 2-15 求 lim(1+31)*. 
解 : 令 z 一 35， 则 (一 村 , 且 二 0 时 ，z0,， 因此 


二 3 二 
lim(1+37)* =lim(1+z)* =lim[ (1+z)*] 


=[lim(1+z)*]= 
3 并 2 We—l 
例 2-16 求 lim ae #1) 
一 癌 人 二 一 好 | es 1 
解 : 由 于 3z 二 1 一 1 3z+1’ 则 z 本 


且 当 xz 一 十 oO 时 , 1 一 0-， 
因此 
3r—2\*-! J 
IE 
于 坷 。 imi a 
0 0 
= [ly 
-0 
一 e ?, 


(* ) 定 理 9 的 证 明 : 先 证 明 , 当 z>>1 时 , 函数 | 1+T| 
递增 , 即 要 证 明 


G+ )” <rm) 


其 中 , 取 整 函数 [2 的 值 为 正 整 数 . 将 [1 二 二】 视 为 二 十 二 和 


乘 [zj] 次 后 , 再 乘 上 1, 故 可 看 成 Lz] 十 1 个 数 的 乘积 , 由 1.2.8 
中 的 平均 不 等 式 , 得 到 
1 | 


CC 


-ER) -Hy) 


[z] 
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故 当 xz 之 1 时， 函数 (1+ 十】 递增 


同 理 , 利用 平均 不 等 式 , 当 x 二 1 时 , 我 们 有 
[wd 


[zl+2 


fC We {z+ ) 十 1 
1 es | 过 了 二 
-ES 
[| 于 有 


整理 后 , 即 证 , 当 x 宇 1 时 ， 函数 [1 十 FT】 ”递减 且 小 于 4 
又 显然 有 
(+ 上 证) <(0+ 上 古 ) 
故 当 z 之 1 时 , [1+ 二 】 <4 由 定理 9， 知 lm [1+ 二 ) 存 


在 , 记 其 极限 值 为 e. 
又 当 z 宇 1 时 


re 
而 


i 二 i 
lim [1+ mt “iim [1+ 


一 人 
1 [at . 1 [z] 由 
如 0+ 让 | 一 地 (+ 向 ) 加 0+ 让 =。 
由 定理 8, 知 


作 代 换 x 二 一 +t, 则 


(+ f a [or 


且 当 zx 一 时, 上 一 十 co， 从 而 有 


[30 
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由 函数 极限 存在 的 充 要 条 件 ， 即 得 lim| 1 二 二] 一 e 
令 * 一 二 , 我们 还 常用 到 另 一 个 等 价 的 极限 形式 


lim(1+1)’ 一 e (0-3 


1. 求 下 列 极限 : 
Sin 3 并 tan 3 并 
中 加 当 攻 中 
i sin x— 
9) lm (0 DasinzTz’ 
Cs i Zsinz . (6) limtan Sin 工 
01—cos2x” 
;in —sin 2 sin 3x 
We so 
2. 求 下 列 极限 : 
1 I 
CD lim(1—2)*s (2) im 人 1+ 过] 


be 
(3) lim(1 十 tan 2x)*; (4) tim [1] ; 
0 =0\1—x 
时 :jn (1 
(5) lim[ 革 二 3 | . C6) lim sinz ; 


(7) lim zs; x lim 
zl] 了 0 Eo 


2.4 范 数 的 连续 性 


函数 是 自然 界 中 各 种 变量 间 依 存 关系 的 一 种 具体 反映 . 当 
自 变量 有 微小 变动 时 , 我 们 往往 期 望 对 应 函数 值 的 变化 也 很 微 
小 , 这 里 蕴含 着 所 研究 的 函数 具有 的 一 种 性 质 , 即 函 数 的 连续 
性 . 本 节 先 给 出 函数 在 一 点 处 连续 的 概念 , 再 将 之 推广 至 区 间 ， 
最 后 给 出 函数 在 一 点 处 间断 的 定义 及 间断 点 分 类 . 


2.4.1 函数 连续 性 的 概念 


下 面 , 我 们 先 定义 函数 在 一 点 处 的 连续 性 , 然后 再 定义 函 
数 在 区 间 上 的 连续 性 . 
定义 7 设 函 数 y= 二 f(x) 在 xo 的 某 个 邻 域 U(xo) 内 有 定 
广 二 车 
limf(z) = f(z0), (2-4) 
则 称 f(x) 在 点 xo 处 连续 . 
例如 , 由 2. 2 中 定理 6 知 , 基本 初等 函数 在 其 定义 开 区 间 
_ a 并 天 0， 
上 每 一 点 都 是 连续 的 ; 又 如 ,函数 FCz) 一 工 在 
0， 并 一 0 


点 并 一 0 处 连续 , 因为 


limf (x)=lim zcos 1=0=/(0). 


0 I 


为 引入 函数 y 二 f(x) 在 点 ze 处 连续 的 另 一 种 描述 (也 为 了 
下 一 童 函数 可 导 概 念 的 需要 ), 记 Az 一 zx 一 ze 表示 自 变 量 x( 在 
点 xo 处 ) 的 增 量 ; 当 自 变量 xz 在 U(xo) 中 由 xo 变动 到 zo 十 Ax 
时 , 对 应 的 函数 值 y 由 f(x) 变动 到 f(zwo 十 Az), 记 Ay 二 f(xwo 十 
Az) 一 Fazo) 表 示 函 数值 fx)( 在 点 xo 处 ) 的 增 量 . 引入 增 量 的 概念 
后 , 则 “函数 f(z) 在 点 zxo 处 连续 ”等 价 于 

limAy=lim[f (zo HAx)— f(x0)]1=0. 
对 应 函数 f(z) 在 zx。 处 左 、 右 极限 的 概念 , 我 们 给 出 左 、 右 
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连续 的 定义 . 
定义 8 设 函 数 y 二 f(x) 在 点 zo 的 某 一 右 邻 域 U+ (zo)( 左 
邻 域 U- (zo)) 内 有 定义 , 若 
limf(2) = Na) (Yimf() = fC10)), (2-5) 
则 称 f(z) 在 点 x 处 右 ( 左 ) 连 续 . 
例如 , 函数 f(z) 二 Vx 一 1 在 点 z==1 处 右 连续 , 因为 
limf(z) =lim Vz—1=0=/(1). 
而 函数 f(x) 二 V1 一 + 在 点 x 二 1 处 左 连续 , 因为 
limf(2) =lim Vz =0=/(1). 
由 定义 7 和 定义 8, 可 推出 如 下 定理 . 
定理 10 设 函 数 y 二 f(x) 在 zo 的 某 个 邻 域 U(Czo) 内 有 定 
义 ， 则 函数 f(x) 在 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 : f(x) 在 ze 处 
既是 左 连续 , 又 是 右 连续 . 


Tl, <0, 
例 2-17 分 别 考察 函数 f(x) 二 1 过 ， 0<z1, 在 点 z=0 
dil al 
及 ==1 处 的 连续 性 . 
解 : 由 于 


limf(x)=lim(x—1)=—1=/(0), 


limf(x)=limz’=0 关 f(0)， 
故 所 给 函数 在 点 z==0 处 左 连续 , 但 不 右 连 续 , 因此 其 在 x 二 0 处 不 
连续 ; 

而 在 x==1 处 

limf(zx)=limzx’=1= f(1),， 
limf(x)=lim(2x—1)=1=/(1), 

因此 , 所 给 函数 在 点 x 二 1 处 连续 . 

定义 9 如 果 函 数 y= 二 f(x) 在 区 间 (a, 5) 上 每 一 点 都 连续 ， 
且 在 区 间 左 端点 x 二 a 处 右 连续 , 在 区 间 右 端点 x+ 二 4b 处 左 连 
续 , 则 称 f(x) 在 [a, bj 上 连续 , 并 称 [a, 5] 为 函数 f(x) 的 连续 


区 间 . 
一 切 基 本 初等 函数 在 其 定义 域 中 都 是 连续 的 . 因此 , 我 们 
可 以 利用 函数 连续 性 的 定义 及 初等 函数 的 连续 性 , 直接 求 初等 
函数 在 某 点 处 的 极限 值 . 
例 2-18 求 lim(z 十 sin 2z). 
解 : 因为 zx? 十 sin 27 为 初等 函数 , 在 z 一 2 处 连续 , 故 
lim(x’ 十 sin 2z) 一 4 十 sin 4. 


例 2-19 求 lm 二 


1arcsin x* 


解 : 因为 为 初等 函数 , 在 z==1 处 连续 , 故 


arcsin zx 


Er es 本 3 2e3 


e 

lim. - - 

zlarcsin x arcsin] x x 
2 


2.4.2 还 数 的 间断 点 


定义 10 如 果 函 数 y= 二 f(z) 在 xo 处 不 满足 连续 性 条 件 ， 
则 称 f(z) 在 点 ze 处 间断 , 点 zo 称 为 /(x) 的 不 连续 点 . 

按 此 定义 , 车 f(x) 在 点 zo 处 间断 , 必 出 现下 列 情形 之 一 : 

(1) f(z) 在 点 zo 处 无 定义 ; 

(2) limf(z) 不 存在 ; 

C8 f(z) 在 点 Xo 处 有 定义 且 limf(x) 存 在 ， 但 limf (x) 了 
flzo). | | 

据 此 , 对 函数 的 间断 点 作 如 下 分 类 . 

1. 可 去 间断 点 

车 limf(z)=c， 而 函数 f(x) 在 点 mm 处 无 定义 , 或 有 定义 但 天 


f(z0), 则 称 zxo 为 f(x) 的 可 去 间断 点 . 
一 1， xz0， 
例 2-20 考察 函数 f(x) 二 | ”7” “在 点 x=0 处 的 连 
Ty 工 一 0 
续 性 . 


解 : 函数 f(x) 在 点 x 二 0 处 有 定义 且 f(0) 二 0, 但 
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limf(z)=lim(z—1)=—1f(0). 
因此 ,f(zx) 在 点 z=0 处 不 连续 , x 二 0 为 f(z) 的 可 去 间 
断 点 . 
2. 跳跃 间断 点 
车 函数 y= 二 f(x) 在 点 ze 处 左 、 右 极限 均 存 在 , 但 
limf (2)# limf (zx), 


例 2-21 考察 取 整 函数 f(x) 二 [zj 在 点 z=0 处 的 连续 性 . 
解 : 由 于 
limf(x)=lim[zxj=0, 
limf(z)=lim[zxzj]=—1, 
limf (7)# limf Cx). 
因此 ,f(z) 在 点 z=0 处 不 连续 , x==0 为 f(z) 的 跳跃 间断 点 . 
可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 统称 第 一 类 间断 点 . 简 而 言 之 ， 
第 一 类 间断 点 是 指 左 、 右 极限 均 存 在 的 间断 点 . 
3. 第 二 类 间断 点 
车 函数 y= 二 f(x) 在 点 ze 处 左 、 右 极限 中 至 少 有 一 个 不 存 
在 , 则 称 ze 为 /(x) 的 第 二 类 间断 点 . 
例如 , 函数 f(x) 一 下- 当 x>1 时 不 存在 有 限 的 极限 值 ， 


故 x 一 1 为 -二 -的 第 二 类 间断 点 . 


2.4.3 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 闭 区 间 上 连续 的 三 个 基本 性 质 . 

定理 11 闭 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 y= 二 f(r) 是 有 界 函 
数 ， 即 存在 常数 M 二 0, 对 任意 zxE[a, 6b], 均 有 | 7Cz)| 委 M. 

定理 12( 最 值 定理 ) 闭 区 间 [a, 5] 上 的 连续 函数 y 二 f(z) 
可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 , 即 存在 ,xs E€ [a, 5b], 使 得 对 任意 
zE[a, 中 , 均 有 cz) 委 Fz) 委 zz). 
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定理 13( 零 点 定理 ) 若 函 数 y 二 f(x) 在 闭 区 间 [La, 5] 上 连 

续 且 满足 
fla) » f(6)<0, 

则 至 少 存在 一 点 mxE (a, 5)，, 使 得 f(y) 一 0. 

推论 ( 介 值 定理 ) ” 闭 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 y= 二 f(z) 可 
以 取 到 介 于 最 大 值 与 最 小 值 之 间 的 一 切 函 数值 

证 : 由 定理 12 知 ,函数 f(x) 可 以 在 [a, 5] 上 取 到 最 小 值 m 
和 最 大 值 M. 不 妨 设 c 委 zi<z 委 0, 且 f(x1)==m, f(x;)=M. 
下 证 : 对 任意 cE (mx,，M), 至 少 存在 一 点 JE (1, xz)Cla, 0)， 
使 得 FC7) 一 <c. 

设 g(x)= 二 f(z) 一 c, 显然 函数 g(z) 在 [zi，zs] 上 连续 且 有 
g(x1)=f(z1)—c=m—c<0, 
g(x2)=f(zx2)—c=M—c>0, 

Bm) * ams 
由 零点 定理 , 至 少 存在 一 点 yE (x1，xs)Cla, 5)，, 使 得 
8g(D=f(N—c=0, 
即 F(C7) 一 <. 
例 2-22 证 明 : 方程 必 一 5z 十 1=0 在 开 区 间 (0, 1) 上 至 
少 有 一 个 实 根 . 
证 明 : 引入 辅助 函数 f(x) 二 x 一 5+ 十 1, 显然 f(x) 在 闭 区 间 
[0, 1] 上 连续 , 且 
Hs=1, fl)= = WW = FWA 
由 零点 定理 , 存在 一 点 7E (0, 1), 使 得 f(y) 二 0, 即 方程 x 一 
5z 十 1 一 0 在 开 区 间 (0, 1) 上 至 少 有 一 个 实 根 


习题 2-4 
0, 
1. 判断 函数 /= 0 ,在 x 二 0 处 是 否 连续 ? 
2 一 天 2 


并 作出 f(x) 的 图 形 . 


入 确定 常数 a， pb 的 值 ， 使 下 列 函 数 连续 : 
i wl, 


(1) f(z)= 

了 | ls 
ines 赣 过 10， 

(2) f(x)=1 7 
tas m0s 
In (Ux) zx<0, 

be 

(3) f (2)—42s 工 一 0， 
Se， 无 之 做 
次 


3. 指出 下 列 函数 的 间断 点 并 说 明 其 类 型 ; 


. sinz 
(1) f(x)= [el (2) f(zx)=sgnz; 
Ce C= 一 下 一 = 一 一 
® Zr—3 “上 量 岗 | 
4. 求 下 列 极限 : 
(1) limV2—z; (2) lm 全 二 
和 二 | 
(3) liml(1l se):s (4) lim 日 
pe ml X 
1 
(5) lim er. 


也 试 证 下 列 方程 在 指 者 定 区 间 内 至 少 有 一 个 实 根 : 
(1) xz: 一 2x 一 4 二 0, 在 区 间 (1, 3); 
(2) xz 一 er 十 2 二 0, 在 区 间 (0, 2). 
6. 设 函 数 f(x) 在 [0,2a] 上 连续 且 f(0)= 二 ff(2a). 证 明 : 
存在 7E[L0, aj, 使 得 
f(D=f(nta). 
7. 设 函 数 f(z) 在 La, 6b] 上 连续 , zi, zs;€ (a, 6b). 证 明 : 存 
在 7E[a, 646], 使 得 


_f(z)+ f(x) 
fn) 7 5 
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第 3 章 导数 与 微分 


在 生活 实践 中 , 除了 要 了 解 变量 间 的 函数 关系 外 ， 有 时 我 
们 还 会 遇 到 如 下 问题 : 求 给 定 函数 相对 于 自 变 量 的 变化 率 或 当 
自 变量 有 微小 变动 时 , 求 对 应 函数 值 发 生 的 近似 变动 值 等 ,此 
类 问题 分 别 与 函数 导数 及 微分 的 概念 有 关 . 本 章 以 极限 概念 为 
基础 , 引入 导数 与 微分 定义 , 并 给 出 函数 求 导 与 函数 求 微 分 运 
算 的 若干 法 则 . 


3.1 导数 概念 


在 实际 生活 中 , 有 诸多 与 变化 率 有 关 的 问题 , 涉及 众多 不 
同 的 领域 , 例如 , 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 、 曲 线 上 某 点 处 的 
切线 斜率 、 人 口 增长 率 、 细 杆 的 线 密 度 等 . 此 类 问题 经 抽象 处 
理 , 可 化 为 数学 形式 , 并 最 终 可 用 统一 方式 处 理 , 此 即 下 面 我 
们 要 介绍 的 导数 概念 . 


3.1.1 导数 的 定义 


定义 1 设 函 数 y= 二 f(x) 在 zo 的 某 个 邻 域 U(xzo) 内 有 定 
义 , 若 极限 
lim eS 


存在 , 则 称 函 数 y= 二 f(x) 在 zx。 处 可 导 , 并 记 


Astj =— Fhe) 
Arz ” 


称 六 (zo) 为 函数 y 二 f(x) 在 xo 处 的 导数 值 . 若 上 式 极限 不 存 
在 , 则 称 /(z) 在 ze 处 不 可 导 . 


pt) = ln RE 


a-1) 
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注 : 
(1) 车 函数 y 二 f(x) 在 xo 处 可 导 , 则 f(x) 在 xo 处 连续 . 
(2) 车 函数 y 二 f(x) 在 xo 处 可 导 , 则 导数 值 f(zo) 为 函数 曲 
线 上 点 (zo，f(zo)) 处 的 切线 的 斜率 , 即 过 曲线 y 二 f(x) 上 点 (zo， 
f(xo)) 处 的 切线 方程 : 
y— f(zxo) = f (20) (zr— 0), (3-2) 
法 线 方程 : 
oJ pr 0) (f(a) FW (88) 


例 3-1 求 函数 f(x) 二 x 在 一 2 处 的 导数 值 , 并 求 曲线 
f(z)=x 在 点 (2, 8) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 


解 : 由 于 
lim/ Xt Ar)— f(xo) 
Ar-0 Ar 
一 limC2 十 Az) 六 一 2 
Ar 一 0 Ar 
一 1 人 2 十 Re 一 的 TC2HRo CA 2 人 1 
im 
Ar 一 0 Ar 
一 12， 


因此 函数 f(x) 二 zx 在 zo 二 2 处 的 导数 值 等 于 12. 由 此 知 曲线 
7z) 一 z 在 点 (2，8) 处 的 切线 斜率 为 


有 一 六 (2) 一 12， 
所 以 切线 方程 为 
y 一 8 一 12(z 一 2)， 即 y 王 12z 一 16， 
法 线 方 程 为 
1 1 ,49 
y—8 12(z 2)， 即 y 12z 十 8 


例 3-2 证 明 : 函数 f(x) 二 |z| 在 x。= 二 0 处 不 可 导 . 
证 明 : 因为 
A 交 各 一 放 n 交 二 和 


Ar 一 0 Ar>0 Ar-0 


lim az 十 Az) 一 Fazo) -lin [Arlo lim 二 Az 一 一 1， 


Ar 一 0 Ax Ar>0 T Ar 一 0 


因此 当 Az-0 时 ,lim ) 不 存在 ; 所 以 了 (x) 一 


|z| 在 zx。==0 处 不 可 导 . 

与 单 侧 极限 概念 类 似 , 我 们 引入 单 侧 导数 的 概念 . 

定义 2 设 函 数 y 二 f(x) 在 xo 的 某 右 邻 域 U+ (Czo) 内 有 定 
义 , 若 右 极限 


xz 十 Az) 一 Fo 
A 


存在 , 则 称 此 极限 值 为 f(x) 在 ze 处 的 右 导 数 , 记 作 f(xo). 

类 似 地 , 我 们 可 以 定义 左 导 数 

Rt lim A fxo) 

左 导 数 和 右 导 数 统称 为 单 侧 导 数 . 

由 函数 在 一 点 可 导 的 定义 及 函数 极限 存在 的 充分 必要 条 
件 , 可 得 以 下 定理 : 

定理 1 函数 y= 二 f(x) 在 xo 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 
f(z0o) 与 f(zo) 均 存在 且 相 等 . 


(3-4) 


C3-5) 


“ls we 
例 3-3 讨论 函数 f(x) 二 0 在 ze 一 0 处 的 连 
续 性 与 可 导 性 . 
解 : 由 于 


limf (x)=lim(zx+1)=1=/(0), 


limf(x)=liml=1=/(0), 
因此 , f(x) 在 xo 二 0 处 连续 . 


又 

v _ AD 一 并 的 Ac 

J i 
j _ FO A 
I -77 


因为 fC(0) 了 关 f-(0), 所 以 f(x) 在 zo 二 0 处 不 可 导 . 
3.1.2 对 函数 


车 函数 y 二 f(z) 在 区 间 I 上 每 一 点 都 可 导 ( 若 是 区 间 端 点 ， 
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仅 考 虑 相应 的 单 侧 导数 ), 则 称 f(x) 在 I 上 可 导 , 此 时 对 每 一 
个 zET, 都 有 唯一 导数 值 f(x) (或 单 侧 导数 值 ) 与 之 对 应 ,这 
样 就 定义 了 一 个 在 I 上 的 新 的 函数 , 称 为 f(x) 在 1 上 的 导 函 


数 ,也 简称 导数 , 记 为 /(z) 或 笠 , 即 


WAN) — FC 
Arz ” 


这 里 ,符号 9 是 莱 布 尼 区 首先 引用 的 ， 


ay = li 民主 则 的 
Ar“0 


3.1.3 基本 初等 函数 的 求 导 公式 


利用 求 导 定义 公式 及 变量 蔡 换 等 技巧 , 我 们 不 加 证 明 地 给 
出 如 下 六 类 基本 初等 函数 的 求 导 公 式 . 


1. 常 函数 : (C) 一 0. 
2. 过 函数 : (2°) =ax" 1 
3. 指数 函数 : (a*)’ 一 a<。lna。 
4.。 对 数 函 数 ， (log.z) = 
天 1ma 
5. 三 角 函 数 :(sin z) 一 cos zx， (cos z) 一 一 sin z， 
(tan z) 一 ， (cot z) 一 一 此 
GOS sin’ zx 
6. 反 三 角 函 数 : 
(arcsin xz)’= 1 (arccos 7) 一 一 1 
I Vl—2” 
(arctan 工 ) = . ， ee 
Es La 
习题 3-1 


1. 求 曲 线 y= 二 x 在 点 (1, 1) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
2. 求 曲 线 y 二 在 横 坐 标 为 0 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
3. 求 过 点 (0, 一 1) 且 与 曲线 y 二 x* 相 切 的 直线 方程 . 
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4. 已 知 了 (zo)==2, 求 下 列 极限 : 
(1) lim/ SD /0) 2 A 
六 一 SA 一 六 aa 十 BAx 
5. 利用 求 导 定 义 式 , 求 下列 函 数 的 导数 : 
0s 
i 
la (lia), zo>0, 
TR XZ0; 
(3) f(x)=1n |z|. 


(2) lim 
Ar=0 


70=| 


(2) 7 一 | 


3.2 求 导 法 则 


本 节 将 引入 一 些 求 导 法 则 , 利用 这 些 法 则 , 能 较为 快捷 地 
求 出 某 些 具体 函数 的 导数 . 


3.2.1 求 导 四 则 运算 


定理 2 若 函 数 x(z) 和 uCz) 在 区 间 工 上 均 可 导 , 则 : 
(1) 函数 f(x) 二 u(x) 土 v(x) 在 I 上 也 可 导 , 且 


[uC(z) Fv(2)] = a (2) +tv (2); (3-7) 
(2) 函数 g(x) 二 u(x)。，v(zx) 在 I 上 也 可 导 , 且 
[uCx)v (7x)] =u (x)v(x) tu(r)v (x); (3-8) 
(3) 若 v(Cz) 在 工 上 函数 值 不 取 零 , 则 函数 MKz) 一 “在 1 
上 也 可 导 , 且 
uz)], ur)vr) — u(r (rx) . 
| vr) 9 3 


例 3-4 设 f(zx)=x’ 一 sin zx 十 9z 十 2, 求 了 (zx). 
解 : 由 公式 (3-7)， 
大 (z) 一 (z3) 一 (sinz) 十 9(z) 十 (2)7 


一 3z2? 一 cos 工 十 9. 
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例 3-5 设 g(r)==z*。，sinx, 求 g(xzx). 
解 : 由 公式 (3-8)， 
g (x)=(zx?sin x) 
=(x)’ 。 sin zx: * (sin x)’ 
一 2zsin zx 十 x?cos 工 。 


例 3-6 设 克 z 一 毕 Eean 工 , 求 姑 (2 


Te 
解 : 由 公式 (3-9)， 


(arctan x)’ * 2*—arctan 工 。(2z) 


Wz) a 
下 天 
JH arctanzr 到 人 | 半 用 
下 
"05 
例 3-7 设 f(z)=[”“””' 求 1(z). 
Rn x=0,， 


解 : 当 z> 二 0 时 ， 
大 (z) 一 (z2 十 z) 一 (z2) 十 (z) 一 2z 十 1; 


当 wz 时， 
f(z)=(r) 三 1 
而 在 zx= 王 0 处 ， 
_ 1， f(0+Az)—f(0) 
站 Arz 
二 As 
Ar—0™ A 
= lim (Az+1)=1, 
(0)= lim CO+TAz) 一 FO)_ jin Az 一 0_1， 
Ar 一 0 Ar-0 Arz 
因此 (0)==f_- (0), 故 有 了 (0)=1. 
综 上 知 
2 二 0 
f(z)= 
< 


3.2.2 复合 函数 求 导 运算 
目前 为 止 , 我 们 已 经 给 出 基本 初等 函数 的 求 导 公式 及 导数 


的 四 则 运算 , 下 面 我 们 将 不 加 证 明 地 直接 给 出 复合 函数 的 求 导 
法 则 : 

定理 3 若 函 数 x=g(Cz) 在 点 工 处 可 导 , 函数 y 二 了 (tw) 在 
对 应 点 一 g&(Cz) 处 也 可 导 , 则 复合 函数 >= 王 [sg(Cz)] 在 点 工 处 
可 导 , 且 

(flgtn)]1) = [g(r g (zs (3-10) 
或 简写 为 
Y= “ls 

注 : (f[g(x)]) 表示 对 自 变 量 为 x 的 复合 函数 f [g(x)] 关 
于 自 变量 z 求 导数 , 而 了 [g(x)] 表 示 Fu) 关于 变量 w 求 导数 
后 , 再 把 u 二 g(x) 代 入 . 

例 3-8 设 y=e”, 求 y.. 

解 : 将 > 一 e “看 成 由 y 二 e*, wu 二 一 x* 复合 而 成 , 因此 由 公 
式 (3-10) ， 

y=y Us=(e), * (—2z). 


=e@*。(—27) 


EF 


= 
例 3-9 设 y=sin Vi 十 xz, 求 y. 
解 : 将 y= 二 sin V1 十 zx? 看 成 由 y= 二 sinu, wu 二 Jv 二 vi, v 二 1 
十 x? 复合 而 成 , 因此 由 公式 (3-10)， 


"Nt , / 
YY Mo" Ye 


=(sin ws» CV) » (1+z). 
cosu* 下 《2 
党 
FE 
Al 
例 3-10 设 y==(1 十 x)”, 求 y.. 
解 : 由 对 数 恒 等 式 , y 二 (1 十 zx?)* 二 e090t*” 二 ematz), 将 
y 二 (1 十 x?)* 看 成 y 二 e*, uu 二 xln (1 十 zx’) 复合 而 成 , 因此 由 公 
式 (3-10)， 


“eos 1 x”. 


1 


2 
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y=y% us=(e),* [xln (+zx’)] 
= [Kas “CIty la Tm 


一 ermd+r) 。 |m (1 二 zx?) 十 x 


二 (1 二 x?)*。 [mn ta) 


习题 3-2 


求 下 列 函 数 导数 .: 
(1) y 王 一 好 一 222 十 5; 
1 
(3) y 一 Vz 一 一 十 V2; 
J J 
(5) y=xsin z; 


CD y= 


tanz’ 

(9) y 一 (1 一 Vz)arctan x; 
求 下 列 函 数 导 数 : 

(1) y=sin 2z; 

(3) y= (2z—1)”; 


(5) y=sim’z * cosnz; 


(7) y 一 tan2 


(9) y=2™; 


(11) We 


(19) 有 人 


. ep] 


“1x 
We | 
1 丰 节 于 
-i 
(2) y= i 
(4) y 一 二 一 一 ; 
”人 
(6) y 一 ercos xz; 
-有 = | 矶 六 
_ 
C10) Yarcsinx’ 


(2) y= V1—z’; 
(4) y=cos:zx; 
(6) y=l1n (ln xz); 


a 
x? A 
(8) y=x’ sin 一 ; 


a EE 
(10) y=arctan FR 


(12) y= [ee 


(14) y=arcsin Vx. 


3.3 高 阶 导 数 


在 实际 应 用 中 , 有 时 候 仅 考虑 函数 y= jz) 的 可 导 性 质 是 
不 够 的 , 我 们 还 需要 进一步 研究 其 导数 f(z) 的 相关 性 质 ,， 这 
里 就 需要 用 到 函数 高 阶 导 数 的 概念 . 
车 函数 y= 二 f(x) 的 导数 了 (zx) 在 点 xz 处 可 导 , 则 称 了 (x) 在 
点 工 处 的 导数 为 函数 FCz) 在 点 zx 处 的 二 阶 导数 , 记 为 
六 f(z) 或 3 
类 似 可 定义 三 阶 导 数 . 因此 , 一 般 地 , 我 们 有 : 
定义 3 函数 y= 二 f(z) 的 n 一 1 阶 导数 的 导数 , 称 为 f(x) 
的 n 阶 导数 , 记 作 
pt nd kd 9 人， 
其 中 , ”为 正 整数 , 规定 f(z)=f(zx). 
二 阶 和 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 . 


例 3-11 求 y=x 的 各 阶 导数 . 
解 : 一 (zs) =3z’, y=(y)’=(3r:) 一 6z， 


多 一 (yy 一 (6z) =6, yO =y® = =0, 
例 3-12 求 y= 二 e” 的 各 阶 导 数 . 
解 : y=(e”) =2e”, 


y=(y)=(2e*) 一 22e2， 
y=(y) 一 (22e2) 一 ?62 ， 


yy 只 一 2"e2 
一 般 地 ， 有 
(es ) 思 一 ae ， 
其 中 < 为 常数 . 
例 3-13 求 y>=sinz 的 各 阶 导数 . 
解 : y =(sin x) =cosz sin (71 中 


y=(y)=(cosz) sin zx sin(z+2 至]， 


y=(y) 一 (一 sin z) 一 cosz=sin(z+3. 至]， 


y=(y Y= eos 1)’—sinz—sin(z+4 。 下)， 


一 般 地 ,有 
(sin Do=sin(z+n 。 s) 
同 理 可 得 


(cos 7)® =cos Ge 。 本 


习题 3-3 


1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 


C1) y=—sin 2 (的 y= 
I 
(3) y= V1iz’; (4) y=e’coszx; 
(5) y 一 (1 十 z2z)arctan x; 
(6) y 一 z[Lsin(ln z) 十 cos (ln z)]. 
2. 设 Fo) 二 阶 可 导 , 求 yy: 
(1) y 一 (sin z); (2) y 一 FCVz); 
(3) y 一 ln f* (zx); (4) y 一 ef. 


3. 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 
(1) y=a’(a>0, az1); (2) y=zln zs; 
1 we” 


C3 y= (4) 2 


第 3 章 导数 与 微分 


[8_ 


3.4 微 分 


本 节 考 察 函数 在 其 自 变 量 有 微小 变动 时 , 对 应 函数 值 的 变 
化 情况 , 给 出 函数 可 微 的 概念 及 若干 微分 运算 法 则 . 


3.4.1 微分 概念 


先 看 一 个 实例 : 众所周知 ,， 边 长 为 xz 的 正方 形 的 面积 
S(z)= 二 xz?, 那么 , 如 图 3-1 所 示 ， 当 边 长 由 ze 变动 到 zo 十 Ax 
时 , 问 其 面积 改变 了 多 少 ? 


| Te 


图 3-1 


显然 , 当 边 长 由 xo 变动 到 zo 十 Ax 时 , 正方 形 面积 的 增 量 
AS 一 (zo 十 Az): 一 友 一 2zoAz 十 (Az):. 
从 上 式 可 看 出 , AS 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 2zeAz， 即 图 
3-1 中 阴影 部 分 ; 第 二 部 分 (Ax)*, 即 图 中 小 正方 形 面 积 . 由 
于 , 当 |Az| 很 小 时 


i 达 人 一 ZooAz 
0 Ar 


| mS) 一 
Ar— 6 A 


li 0， 
即 当 正 方形 边 长 改变 很 小 时 , 面积 的 增 量 AS 可 以 近似 地 用 第 
一 部 分 来 代替 . 

定义 4 设 函 数 y 二 f(r) 在 xo 的 某 邻 域 U(Czo) 内 有 定义 ， 
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zo 十 ArEU(zo)， 如 果 函 数 在 点 ze 处 的 增 量 
Ay=f(zotAz)— f(zro) 

可 表示 为 

Ay 一 AAzr 十 seAz， 
其 中 ,A 为 与 Az 无 关 的 常数 且 当 Az 一 0 时 , e>0, 则 称 函 数 
y 二 f(z) 在 xo 处 可 微 , 而 AAz 称 为 函数 y 二 f(x) 在 xo 处 的 微 
芬 ; 记 作 

dy|_ = AAz. (3-11) 


容易 看 出 ,函数 y= 二 f(x) 在 xo 处 可 微 和 可 导 是 等 价 的 . 
定理 4 函数 y 二 f(x) 在 zxo 处 可 微 的 充 要 条 件 是 y= 二 (zx) 
在 zo 处 可 导 , 且 A=f (zo). 
着 函数 y 二 f(x) 在 区 间 上 每 一 点 都 可 微 , 则 称 y== f(x) 
为 I 上 的 可 微 函 数 , 函数 y= 二 f(z) 在 IT 上 任意 一 点 x 处 的 微分 
记 作 
dy=f (zx)Azx, rEI. 
特别 地 ， 当 取 函 数 y= 了 f(z) 二 + 时 
dy 一 dz 一 Az， 
即 自 变量 的 微分 dz 等 于 自 变量 的 增 量 Az. 因此 , 我 们 通常 将 
函数 y= 二 了 f(z) 在 I 上 任意 一 点 x 处 的 微分 记 作 
dy= f(r)dr, xr EI, (3-12) 
即 函 数 的 微分 等 于 函数 的 导数 与 自 变 量 的 微分 的 乘积 .从 上 式 
可 得 到 , 当 y= 二 了 f(z) 在 点 x 处 可 微 时 


= 
f(z) dr’ 


即 函数 的 导数 等 于 函数 的 微分 与 自 变量 的 微分 的 商 , 因此 导数 
也 称 为 微 商 . 


3.4.2 微分 运算 法 则 


由 函数 可 微 与 可 导 的 关系 ,可 推出 微分 运算 法 则 如 下 : 
I dr ldo 
2. d[x(Cz)。v(Cz)] 王 wCz)。d[xCz)] 十 zxCz)。d[oCz)]; 


3 Ces hn .dialw)l— ws) “dived 


VE (72) 
4. d(f[lg(zx)])=f [g(x)] * g (x)dzx. 
在 上 述 关 于 复合 函数 的 微分 运算 法 则 4 中 , 若 令 “一 8(z)， 
则 du 二 g(x)dzr, 法 则 4 可 改写 为 
d(f[lg(7)])= f [g(x)]*g (rdr = f (du, (3-13) 
即 对 复合 函数 来 说 , 求 微 分 时 , 把 其 视 为 自 变量 z 的 函数 求 微 
分 , 或 把 其 视 为 中 间 变 量 x 的 函数 来 求 微分 , 结果 都 是 一 样 的 . 
这 个 性 质 通常 称 为 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 它 是 积分 换 元 法 的 
理论 依据 . 
例 3-14 求 函数 y= 二 =x? 十 sin zz 的 微分 . 
解 : 由 微分 运算 法 则 1， 
dy =d(zx’ 二 sin z) 
=(zx’)’dzx+ (sin z) dz 一 2zdz 十 cos zdz 
一 (2Zz 十 cos x)dz. 
例 3-15 求 函 数 > 一 er。arctanz 的 微分 . 
解 : 由 微分 运算 法 则 2， 
dy 一 d(Cerarctan zx) 


=arctan Z。d(er) 十 ee。dCarctan x) 


一 arctan Z。erdzr 十 er 。 


1 
Te 


一 "© eT © 
(arctanz e + jd 


例 3-16 求 本 数 ,一 耳 工 的 微分 


解 : 由 微分 运算 法 则 3， 
dy =d| S|== 。d(lnz) 一 Inz。d(Cz) 


x 
“Lar—inwde 
= i _ x—ln wd 


2 2 
x I 


i 


例 3-17 求 函 数 y== Vsin 工 的 微分 . 


第 3 章 ”导数 与 微分 


解 : 由 微分 运算 法 则 4, 令 x 一 sin rz， 则 


L 


2, 


du=d(sin x)=cos zdz， 
dy =d( Vsinz ) 


= 如 
WD "du 一 二 2 sd 


EE 
= 地 (sin wh oswd, 


习题 3-4 
求 下 列 函 数 的 微分 : 
KL 0 (2) y=xln zx—zx’; 
(3) y= (4) y=e”cos 37x; 
(5) y=arctan Vt; (6) y= ez. 
将 适当 的 函数 十 入 下 列 括号 内 , 使 等 式 成 立 : 
Cy dd )=4dzx; (2) d( 一 Zdz; 
一 一 业 _， 
(3) dl )=e ”dz; (4) d( » IT 于 dz; 
三 区 全 三 二 二 
(OD ) EE (6) dl TI 于 4 


第 4 童 微分 中 值 定 理 及 应 用 


在 本 章 中 , 我 们 将 把 上 一 章 中 所 学 到 的 导数 当 作 工具 , 进 
一 步 研究 可 导 函 数 所 具有 的 性 质 , 并 利用 这 些 性 质 来 解决 一 些 
实际 问题 . 为 此 , 我 们 先 介绍 三 个 微分 中 值 定理 (包括 罗 尔 定 
理 、 拉 格 朗 日 定理 、 柯 西 定理 ), 它们 是 导数 应 用 的 理论 基础 ， 
然后 给 出 求 极 限 的 洛 必 达 法 则 , 最 后 介绍 导数 的 应 用 . 


4.1 微分 中 值 定理 


由 特殊 到 一 般 , 我 们 先 介 绍 罗 尔 定理 , 再 依次 介绍 拉 格 朗 
日 定理 和 柯 西 定理 . 


4.1.1 罗 尔 定理 


定理 1( 罗 尔 (Rolle) 定 理 ) ”如果 函数 f(z) 满足 : 

(1) 在 闭 区 间 [a, 中 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a, 6) 上 可 导 ; 

(| 
那么 在 (a, 0) 上 至 少 存在 一 点 7, 使 得 

f (n=0. 

从 几何 上 看 , 罗 尔 定理 告诉 我 们 : 对 定义 在 La, 6] 上 的 连 
续 曲 线段 y= 二 f(x)，, 若 它 在 两 端点 处 的 函数 值 相 等 , 并 且 在 区 间 
内 每 点 处 均 可 导 ( 有 切线 ), 则 在 区 间 上 必 存 在 平行 x 轴 的 切线 . 

(*) 证 : 由 已 知 , 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 , 所 以 
它 在 [a, bj 上 能 取 到 最 大 值 M 和 最 小 值 x. 不 妨 设 m 二 M ( 若 
mm 二 M, 则 f(z) 在 [a, 5] 上 恒 为 常数 , 显然 在 (a, 2) 上 存在 平行 
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工 轴 的 切线 ). 
由 已 知 , f(a) 二 1(5), 所 以 f(a) 二 M 或 f(a) 室 m 中 至 少 
有 一 个 成 立 . 不 妨 设 f(a) 二 M, 于 是 在 (a, 0) 上 至 少 有 一 点 7 
使 得 F(7) 一 M. 下 证 : 了 (7) 二 0 成立. 
由 已 知 ,， f(x) 在 开 区 间 (a, 5) 上 可 导 , 因此 在 IE (a，0) 处 
fon A a oA) 
Ar 一 0 Arz 
存在 , 即 六 (= 二 f4 (= 二- (WD. 又 f(D) 二 M 为 最 大 值 , 因此 
f(y 十 Az) 一 f(D) 志 0, 进一步 , 有 
ftAz)— f(D 
A 


Di (= lim <0n 
JI 十 Ar) 一 F(7) 
Aw 

从 而 , 必 有 f(D 二 f(y)==0, 此 即 广 (7 一 0 成 立 . 

注 : 罗 尔 定理 的 3 个 条 件 缺 一 不 可 , 共同 组 成 定理 结论 成 
立 的 充分 条 件 , 但 并 不 是 必要 条 件 . 

例 4-1 对 函数 f(x)==z 一 3zx? 十 2 在 [0, 3] 上 验证 罗 尔 定理 . 

解 : 显然 f(x) 二 一 3z? 十 2 在 [0, 3] 上 连续 , 在 (0, 3) 上 可 
导 , 又 f(0) 二 f(3) 二 2, 罗 尔 定理 的 3 个 条 件 均 满足 , 而 了 (2)==0 
正 是 罗 尔 定理 的 结论 (其 中 m=2€ (0, 3)). 


f(D= lim 之 0， 
Ar 一 0 


4.1.2 拉 格 朗 上 日 定理 


定理 2( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定 理 ) 如 果 函 数 f(x) 满足 : 
(1) 在 闭 区 间 [a, bj] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a, 65) 上 可 导 ， 

那么 在 (a, 0) 上 至 少 存在 一 点 7, 使 得 

_ (WD— fa) 


(7) 0 一 a 

从 几何 上 看 , 拉 格 朗 日 定理 告诉 我 们 : 对 定义 在 [a, 5] 上 的 连 
续 曲 线段 y 二 f(x), 连接 曲线 段 两 端点 (a,， f(a)) 和 (5，f(5)) 得 到 
一 条 制 线 , 若 曲线 y= 二 f(x) 在 区 间 内 每 点 处 均 可 导 ( 有 切线 ), 则 


必 存 在 平行 此 割 线 的 切线 . 


我 们 将 通过 构造 满足 罗 尔 定理 条 件 的 辅助 函数 来 证 明 拉 格 
朗 日 定理 . 
证 : 引入 辅助 函数 
wr)— l(b [fa | 
显然 , pg(z) 在 [a, 5] 上 连续 , 在 (a, 5) 上 可 导 . 又 
Sad = Flalb a — [LI — pho a= tm) — ef (Os 
gb)=f(0) (6—a)—[f(6)— f(a)]b=6bf(a)—af bd), 
即 gla) 二 gq(65). 因此 , q(x) 在 [a, 5] 上 满足 罗 尔 定理 的 3 个 条 
件 , 由 罗 尔 定理 , 在 (a, 0) 上 至 少 存在 一 点 7， 使 得 
gD=f DO—a)—[f0)—f(a)]=0, 
移 项 , 整理 后 得 


f=L fe) 


b—a 

注 : 当 f(a) 二 f(5) 时 , 由 拉 格 朗 日 定理 即 可 推出 罗 尔 定理 

推论 1 如 果 函 数 f(x) 在 开 区 间 (a, 5) 上 的 导数 恒 为 零 ， 
那么 f(x) 在 (a, 5) 上 恒 为 常数 . 

证 : 任 取 zi，zzE(a, 0)，, 且 不 妨 设 zi 二 zxz. 在 [x1, zz] 上 
应 用 拉 格 朗 日 定理 , 有 

(za) 一 rz 一 广 (7)(zs 一 zi) ,NE (en i 
由 已 知 了 (x)= 二 0, 从 而 
Fw) = (m= 0 及 交大) 

由 xz， zz 的 任意 性 , 可 得 出 f(z) 在 (a, 5) 上 和 恒 为 常数 . 

推论 2 如 果 函 数 f(z) 和 g(x) 在 开 区 间 (a, 5) 上 可 导 , 且 
了 (Xz) 二 g (zx), 那么 在 (a,6) 上 f(x) 和 g(x) 只 相差 一 个 常数 . 

证 : 令 h(z) 二 f(z) 一 g(x), 则 推论 2 可 由 推论 1 直接 得 到 . 


例 4-2 证 明 恒 等 式 : arctan x 十 arccot x 2 TER—60s 


+ 


证 : 令 f(x) 二 arctan x 十 arccot x 7 因为 
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1 (= (aretan 工 十 arccot .| 


二 (arctan x) 十 (arccot x)’— (Ey 


1 1 
| 下] bs 


由 推论 1， f(z) 恒 为 常数 . 又 


MR 
有 一下 2 


f(1)=arctan 1 十 arccot 1 0， 


因此 arctan x 十 arccot 二 wT 

推论 3 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a, 65) 上 可 导 , 车 f(x) 宇 0 
(f(x) 志 0), 则 了 (zz) 在 (a, 5) 上 单调 递增 (递减 ); 车 f(x) 二 0 
(f(x) 过 0), 则 (zx) 在 (a, 5) 上 严格 单调 递增 (递减 ). 

证 : 我 们 只 证 了 (xz) 三 0 的 情形 , 其 余 情 况 可 类 似 证 明 . 任 取 
,Xz€E (la, 四), 且 不 妨 设 ty 二 zs. 显然 函数 f(x) 在 区 间 [x1, xz] 上 
满足 拉 格 朗 日 定理 条 件 , 根据 定理 2, 存在 mE (zy， zs), 使 得 

fx)—f(r)=f (ND zx)0, 
此 即 f(x) 在 (a, 56) 上 单调 递增 . 

例 4-3 求 函 数 f(z) 二 zx’ 一 3z 的 单调 区 间 . 

解 : 显然 , f(z)=(z3 一 3x) =3(zx 十 D(z 一 1), 令 了 (zx)=0， 
可 得 == 一 1, zz 二 1. 又 , 在 区 间 ( 一 co, 一 1) 上 , 了 (zx) 之 0; 在 区 间 
(一 1, ]) 上 ,了 (x) 过 0; 在 区 间 (1, 十 0) 上 , 了 (x) 之 0, 因此 , 由 推 
论 3, 函数 f(z) 二 x 一 3z 的 单调 增 区 间 为 (一 co, 一 D U(1, 十 c=)， 
单调 减 区 间 为 (一 1, 1). 

例 4-4 证 明 : 当 zx>0 时, ln (1 十 zx) 二 zx. 

证 : 令 f(x) 二 ln (1 十 zx) 一 zs 显然 f(0)=0. 又 当 < 三 0 
时 , 有 


-4 
lh 


根据 推论 3，FCz) 在 z>0 时 严格 单调 递减 , 故 f(x) 二 f(0) 二 0, 此 
即 ln (Tx)<x. 


f (x)= = 


4.1.3 柯 西 定理 


定理 3( 柯 西 (Cauchy) 定 理 ) ”如 果 函 数 f(z) 和 g(xz) 满 足以 
下 条 件 : 
(1) 在 闭 区间 [a, 5] 上 都 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a, 5) 上 都 可 导 ; 
(3) (zx) 和 gg (x) 不 同时 为 零 ; 
(4) g(a) 天 g(CO)， 
那么 在 (a, 0) 上 至 少 存在 一 点 7, 使 得 
f(D FFCO) 一 Fa) 
g (WD) g(b0)— g(a). 
证 : 作 辅 助 函数 


= pd — Rad db fe 


DEC 
显然 函数 下 (xz) 在 [a, 6] 上 连续 , 在 (ae，2) 上 可 导 ， 且 
F(a) 二 F(b) 二 0. 因此 , F(x) 在 [a, 5j 上 满足 罗 尔 定理 的 3 个 条 
件 , 由 罗 尔 定理 , 在 (a, 65) 上 至 少 存在 一 点 y, 使 得 


f(D fla) 1 
二 一 中 


由 条 件 (3) 知 g'() 取 0, 整理 即 得 
f(D _ ffa) 
g (Wn) Ea 
注 : 当 取 g(x) 二 x 时 , 由 柯 西 定理 可 推导 出 拉 格 朗 日 定理 
结论 . 
例 4-5 证 明 : 存在 mE (a, 5), 使 得 
Dp 一 人 一 2 
证 : 设 f(x) 二 @, g(x) 二 zx, 显然 在 [a, 5] 上 , f(x) 和 g(x) 满 
足 柯 西 定理 的 条 件 , 故 存在 7E (a. 5), 使 得 


fAW—fla)_ ee JJ) e 
g(b)—g(a) b’:—a’ g (nD 27 


(一 Say 


F'(D=f (7 


整理 后 可 得 
De ee 
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习题 4-1 


1. 验证 下 列 各 题 , 并 确定 对 应 中 值 定理 中 ;的 值 : 
(1) 对 函数 f(x) 二 cos zx 在 区 间 [0, 2x] 上 验证 罗 尔 定理 ; 
(2) 对 函数 f(z) 二 x 一 9z 在 区 间 [0, 3] 上 验证 罗 尔 定理 ; 
(3) 对 函数 f(z)=z’ 一 5zx? 十 zx 一 2 在 区 间 [ 一 1, 0] 上 验 
证 拉 格 朗 日 定理 ; 
(4) 对 函数 f(x) 二 x 和 g (x) 二 In xz 在 区 间 [1, e] 上 验 
证 柯 西 定理 . 


2. 证 明 : 当 x 之 0 时 ， 1 WE 
3. 证 明 ; 当 z>1 时 , 不 等 式 2Vz>3 一 革 . 


对 


4. 证 明 : 当 xz>>0 时 , 不 等 式 一 一 一 arctan x 过 x 恒 成 立 . 


1 坟 
5. 确定 下 列 函数 的 单调 增 区 间 和 单调 减 区 间 : 
(1) f(x)=zx’:—12z; (2) f(x)=27 一 lnzy 


a f(z)—z+ (rz0); (4) f(x)= (zx—1)(zx—2). 


6. 证 明 : 方程 十 3x 一 1 二 0 存在 唯一 实 根 . 
7. 设 函 数 f(x) 在 La, 65] 上 连续 , 在 (a, 5) 内 可 导 . 证 明 : 
存在 JE (a, 05), 使 得 
37[f0D)—fa)J= 8a)f (n). 


4.2 洛 必 达 法 则 


在 2.2 节 关于 函数 极限 四 则 运算 的 除法 运算 中 , 我 们 知 
道 , 在 自 变量 xz 的 某 一 极限 过 程 中 , 如 果 函 数 (x), g(x) 分 别 
以 cl， cs 为 极限 上 且 cs 关 0, 则 在 自 变量 z 的 此 极限 过 程 中 , 函数 


太后 为 极限 . 而 当 a 二 cs 二 0 或 a 二 cs 一 2 时 ,函数 人 2 
CY Cy g(X) 


在 自 变量 z 的 极限 过 程 中 有 可 能 存在 极限 , 也 有 可 能 不 存在 极 
限 . 例如 , 极限 lm 二 1 存在 ,而 极限 limsu 江 一 < 不 存在 ; 


T we 


| 


TT 


三 二 一 = 不 存在 . 因此 , 我 们 称 这 


极限 limz 二 1 一 1， 而 极限 lim 


类 极限 为 不 定式 ”， 记 为 “或 王 ， 本 节 将 以 zzn 为 例 , 不 加 证 
明 地 给 出 不 定式 求 极限 的 法 则 ,它们 可 由 柯 西 定理 证 明 . 
4.2.1 名 型 不 定式 求 极限 


定理 4| 4 型 不 定式 求 极限 的 洛 必 达 法 则 | 如 果 函 数 f(x) 
和 sg(Cz) 满 足 : 

(1) limf (x)=limg(zx)=0; 

(2) 在 ze 的 某 个 空心 邻 域 上 均 可 导 , 且 g(x) 关 0; 


(3) limde2 一 A(A 可 为 有 限 实数 ,也 可 以 是 一 = 十 


或 oo)， 
那么 


limLD limh 2 =A. 
ming(T) ng (7) 


sinx 


解 : 在 2.3 节 中 , 我 们 用 两 边 夹 准则 求 得 此 极限 值 为 1. 这 
里 , 我 们 用 洛 必 达 法 则 求 此 极限 . 显然 f(x) 二 sin zx, g(x) 二 x 
在 点 zo 二 0 的 邻 域 上 满足 定理 4 的 条 件 (1) 和 (2), 又 


例 4-6 求 lim 


故 由 了 型 不 定式 求 极限 的 洛 必 达 法 则 求 得 


Si 矶 全 二 
1im- 一 一 一 1. 


lim 一 
"0 Fo I>0 
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例 4-7 求 lm 全 ， 其 中 a 为 已 知 实数 . 


解 : 容易 验证 此 为 了 型 不 定式 且 满 足 定理 4 的 条 件 , 故 由 


洛 必 达 法 则 求 得 
jm! 1i Ces 一 1 六 limee 
je Ce nl 


如 果 Im (人 角 为 0 型 不 定式 ,通过 重新 验证 (x) 和 g(x) 


是 否 满足 定理 4 中 f(x) 和 g(x) 所 满足 的 条 件 , 我 们 可 再 次 用 洛 
必 达 法 则 . 


例 4-8 求 lm 一 = 


解 : de 且 满 足 定理 4 的 条 件 , 故 由 
洛 必 达 法 则 求 得 


一 到 (3z2)7 r0 67 
= sinzx_1 
6 一 。 x 6 


4.2.2 之 型 不 定式 求 极限 


定理 | 呈 型 不 定式 求 极限 的 洛 必 达 法 则 | 如 果 函 数 (2) 
和 g(Cz) 满 足 : 

(1 limf(2)=—limg(2) =00; 

(2) 在 zx 的 某 个 空心 邻 域 上 均 可 导 , 且 g(x) 冯 0; 


AA 可 为 有 限 实数 ,也 可 以 是 一 2, 十 


(3) Wi Cr 


或 ==), 那么 


i fC) 
Mir a (Cx) 


注 : 

(1) 若 将 定理 4 和 定理 5 中 x 一 zo 换 成 zx 一 zt ,Xx 六 Xi， 
六 ce, r> 十 ce 或 二 > 一 <, 则 只 需 将 定理 中 条 件 (2) 中 的 邻 域 
进行 修正 , 也 有 同样 的 结论 成 立 

C2) 着 im 万 多 不 存在 ， 并 不 能 说 明 lim 帮 2 不 存在 

1 在 运用 洛 必 达 
法 则 求 比 式 极限 时 ,必须 验证 定理 成 立 的 条 件 


例 4-9 求 上 lim 了 


a 


1 
luz .Cn 四 
J a 
Res 
例 4-10 求 lim 一 一 二 . 
0 SINX 


解 : 此 为 了 型 不 定式 , 由 洛 必 达 法 则 得 


[zeos ry 2xcos 二 一 sin 二 
(sin x)” pe cosx 
上 式 当 x>0 时 , 分 母 极 限 为 1, 分 子 第 一 式 极限 为 零 , 但 
分 子 第 二 式 振荡 无 极限 , 因此 洛 必 达 法 则 失效 , 不 能 用 洛 必 达 


法 则 求 此 式 极限 . 但 原 极限 是 存在 的 


zcos 


下 1 
lim— 一 lim| 一 "08608 
0 Sinz -=0 (Sinz 训 


1 
。 lim zcos 一 
roSin 工 0 厂 


例 4-11 求 lim 所 


i 


解 : 此 为 二 型 不 定式 ， 若是 不 顾 条 件 就 使 用 洛 必 达 法 则 
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二 i 
lim Se = lim (ee = lim®S eT 
rtp | = ortm(@ HE) ertme—@ 
= 

li; (er 十 e <) lim 一 他 过 

一 +m(er 一 ez)′ 一 +cer 十 e- 


如 此 重复 运算 , 永远 无 法 得 到 答案 . 但 原 极限 是 存在 的 


人 = 
C8 in 一 二 Jim.(1 SY 1 一遍 1 
te 如 十 人 eetolte lim 《TFe = 1460 


4.2.3 其 他 类 型 不 定式 求 极限 

不 定式 求 极限 还 有 0 。co, 1 ,0"，cc0， co 一 co 等 类 型 . 经 
过 简单 变换 ,它们 一 般 可 化 为 了 型 或 宇 型 不 定式 后 求 极限 

例 4-12 求 limzln 

解 : 此 为 0。c= 型 不 定式 ,可 通过 恒 等 变换 化 为 二 型 不 定 
式 , 即 


limzln zx = im = fir dn x) 
0 ci ly et ly 
i i 
i 


3 
nl—E 


例 4-13 求 limz 
解 : 此 为 1” 型 不 定式 , 可 通过 对 数 恒等式 化 为 型 不 定 
式 ， 即 


nz lim 
limz' “一 lime “一 e 
而 
lia a 
re ls 
因此 


2 
例 4-14 求 lim(sin x) Tz. 


z=0 


解 : 此 为 0" 型 不 定式 , 可 通过 对 数 恒等式 化 为 三 型 不 定 


式 , 即 
2 2ln (sin z) lim 着 于 
lim(sin z)I+mz 一 lime lithr 一 er 
0 0 
而 
. 2ln (sinz) ,，[2ln(sinz)]” ,. 2coszx/sinzx 
lim lim 1 


十 二 六 em Ctlaz)Y am 1/z 


四 证 区 
一 2 limcos zx。1lim 一 一 一 一 2， 
et Pes 


因此 


lim(sin x)iThz =e, 
0 


例 4-15 求 lm [1] . 
解 : 此 为 co" 型 不 定式 , 可 通过 对 数 恒等式 化 为 三 型 不 定 
式 , 即 


lim 一 it， (一 mmz) lim = 
ol/sinz zoo(l/sinx)’ so —sin tre* cosz 


.Sinz 
=lim 


* limcos XT * limsin x 


0 TX 0 0 


因此 


= 


例 4-16 求 lm 二 一 


人 


解 : 这 是 一 个 > 一 型 不 定式 , 通 分 后 化 为 全 型 不 定式 ， 
即 


第 4 章 ”微分 中 值 定理 及 应 用 
1i ( j= el zj (一 1 一 
pa | re xD 


一 lim 一 人 一 一 lim: (Ce 一 芒 7 
ro0er 一 1] 十 zer mo(er 一 1 十 zez) 


工 


一 in 一 一 
ro0er 十 er 十 Zex 
三 下 
2 
习题 4-2 
1. 求 下 列 极限 : 
= | 
D Lim (0 lr 
—itam, x 
C3 lm 二 二 ys? (4) 1 


硕 豆 充 一 可 全 殉 6 1 
(5) = 一 zln (1 十 zx) i C6 lim | 一 9 a3) 


DD as (8) lim [BL i ) 
we -olsinz e’—1l 
(9) limzs=; Qo lim| 2 ); 
。 i 这 
CU ima (12) tim (去 一 } 
ss sin’ x 


2. 验证 极限 limz 一 sm 存在 ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 . 


4.3 导数 的 应 用 


导数 是 研究 函数 的 有 力 工 具 , 本 节 在 函数 可 导 的 条 件 下 ， 
研究 函数 极 值 、 闭 区 间 上 函数 的 最 大 或 最 小 值 、 函 数 的 四 凸 区 
间 等 问题 . 


4.3.1 函数 的 极 值 


定义 1 设 函 数 f(z) 在 点 z 的 某 空心 邻 域 (ze) 上 有 定 

义 ， 对 一 切 zxEUW(Czo) 有 
ffl(ro) (fC)<F 0)), 

则 称 函 数 f(x) 在 点 ze 取得 极 小 (大 ) 值 , 称 点 ze 为 极 小 (大 ) 值 
点 . 极 大 值 、 极 小 值 统称 为 极 值 , 极 大 值 点 、 极 小 值 点 统称 为 极 
值 点 . 显然 , 极 值 是 一 个 局 部 的 概念 , 它 只 是 对 比 极 值 点 ze 处 
的 函数 值 f(xo) 与 邻近 的 所 有 点 的 函数 值 间 的 大 小 关系 . 

例 4-17 研究 函数 f(z) 二 (zx 一 1)* 的 极 值 . 

解 : 显然 zo 二 1 为 函数 f(z) 二 (x 一 1)? 的 极 小 值 点 . 另外 ， 
由 4.1 节 推论 3, 在 zo 二 1 左边 小 邻 域内 f(z) 二 0, 函数 严格 
单调 递减 ; 在 zo 二 1 右边 小 邻 域内 广 (z) 之 0， 函 数 严格 单调 递 
增 ; 而 f(1)=0. 

例 4-18 研究 函数 f(x) 二 |z| 的 极 值 . 

解 : 显然 zo 二 0 为 函数 f(x) 二 |z| 的 极 小 值 点 另外 ,由 
4.1 节 推论 3, 在 z==0 左边 小 邻 域内 广 (z) 一 一 1 二 0， 函 数 严 
格 单调 递减 ; 在 zo 二 1 右边 小 邻 域 内 (x)= 二 1 二 0, 函数 严格 单 
调 递增 ; 但 f(x) 二 |z| 在 zx。 二 0 处 不 可 导 . 

下 面 , 利用 导数 , 我 们 讨论 函数 极 值 存在 的 必要 条 件 和 充分 
条 件 . 

定理 6( 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 函数 f(x) 在 点 xo 处 可 
导 且 取 极 值 , 则 广 (zo) 王 0. 

证 : 不 妨 设 f(zxo) 为 极 小 值 ， 则 在 点 zo 的 某 空心 邻 域 
U(xzo) 上 , 对 一 切 xEU(zo), 有 

ra 
又 已 知 f(x) 在 点 ze 处 可 导 , 因此 
f (=f (zr0) = (0), 


当 2< 时 ， Fay— Flo 因此 


这 一 如 


二 (zx) =lim 一 f(z0) oo, 


一 
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当 z>zo 时 ， Te Te, 因此 
flim D>0. 
由 而 ,六 Cw》 一 0 
下 面 , 我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 判别 极 值 的 充分 条 件 . 
定理 7( 判 别 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) ” 设 函 数 f(z) 在 点 zo 
处 连续 且 在 某 空心 邻 域 U(zo) 上 可 导 , 又 (zo) 二 0 或 不 存在 . 
(1) 如 果 当 xzED_ (zo) 时 , f(x) 之 0, 而 当 zEUH (zo) 时 ， 
了 (zx) 二 0, 那么 f(zxo) 为 f(x) 的 极 大 值 ; 
(2) 如 果 当 zxEUD_ (zo) 时 , 了 f(z)<0, 而 当 zEU (xo) 时 ， 
了 (xz) 这 0, 那么 f(zo) 为 f(x) 的 极 小 值 . 
例 4-19 求 函数 f(x) 二 x’ 一 3z? 十 5 的 极 值 . 
解 : (1) f(z)=3zx’—6zx=3z(zx—2); 
(2) 令 了 (zx)==0 得 zx1=0, xz==2; 
(3) 当 z<0 时 , (zx)>>0; 当 0<z<2 时 , f(x) 过 0; 
当 z 之 2 时 ，F(z) 之 0. 
因此 , 由 定理 7, f(0) 二 5 为 /(zx) 的 一 个 极 大 值 ; 7(2) 一 1 
为 f(z) 的 一 个 极 小 值 . 
例 4-20 求 函 数 f(zx) 二 2 一 (z 十 1)1 的 极 值 . 
解 : (1) (2) 一 一 了 (x 十 D 于， 


(2) 当 xz= 一 1 时 , f(x) 不 存在 ; 
C3) 当 z 达 一 1 时 ; (2) 二 0y 当 z>> 一 1 时 ; (C2)<0 
因此 , 由 定理 7, f( 一 1)==2 为 f(x) 的 一 个 极 大 值 . 
定理 8( 判 别 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 点 zz。 
处 具有 二 阶 导数 且 f(xo)==0, 产 (xo) 关 0, 则 : 
(1) 当 产 (zo)<0 时 ，F(zo) 为 f(x) 的 极 大 值 ; 
(2) 当 六 (zo) 之 0 时 ，FCzo) 为 f(x) 的 极 小 值 . 
例 4-21 求 函 数 f(x) 二 x’ 一 3zx’ 十 5 的 极 值 . 
解 ; (1) (x)=3z—6z=3z(z—2), f (x)=67—6; 
(2) 令 了 (zx)==0 得 zi=0, zz 二 2; 


(3) fF (0)=—6<0, fF (2)=6>0. 
因此 , 由 定理 8, f(0) 二 5 为 f(z) 的 一 个 极 大 值 ; f(2)==1 
为 f(x) 的 一 个 极 小 值 . 


4.3.2 最 大 值 与 最 小 值 


由 2.4 节 知 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 一 定 可 以 取得 到 最 大 值 
与 最 小 值 , 这 为 我 们 求 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 值 提 供 了 理论 保 
证 . 下 面 我 们 讨论 如 何 求 出 这 个 最 大 (小 ) 值 . 

设 函 数 f(x) 在 闭 区间 [a, 5] 上 连续 . 车 f(x) 的 最 大 (小 ) 
值 在 rzoE (a, 0) 处 取 到 , 则 xo 必定 是 f(x) 的 一 个 极 大 (小 ) 值 
点 . 而 函数 的 极 值 点 处 要 么 导数 为 零 (可 导 情 形 下 , 由 函数 取 
极 值 的 必要 条 件 ), 要 么 不 可 导 . 因此 , 我 们 只 要 比较 函数 f(x) 
在 所 有 导数 为 零 的 点 、 不 可 导 点 和 区 间 两 端点 处 的 函数 值 ， 就 
能 从 中 找到 f(z) 在 [a, 5] 上 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 4-22 求 函 数 f(x)==zx5 一 5x* 十 5z: 十 2 在 区 间 [ 一 1, 2] 
上 的 最 大 (小 ) 值 . 

解 : 令 F(z) 王 5z 一 20z3 十 15z2 一 5z2(z 一 1)(z 一 3) 一 0. 

在 (一 1, 2) 内 , 求 得 zi 二 0, z= 二 1. 

受 茂 一 入 9% F000=2, FI1)=3, f(D=—6,. 

因此 , 函数 f(x) 在 x 二 一 1 处 取得 最 小 值 一 9, 在 x 二 1 处 
取得 最 大 值 3. 

另外 , 在 生产 实践 中 , 我 们 常会 遇 到 求 函数 的 最 大 (小 ) 值 问 
题 . 

例 4-23 把 长 为 L 的 线段 截 为 两 段 , 问 怎样 的 截 法 能 使 以 
这 两 段 为 边 长 的 矩形 面积 最 大 ? 

解 : 设 线段 截 成 长 为 x, LL 一 x(0 二 x 二 L) 的 两 段 , 则 矩形 面 


SS 一 一动 5 


闪 间 二 0 和 中， 并 由 gf 二 } 一 一 2<0 知 


5[ 号 ]= 世 为 极 大 什 . 又 SC0+)= 二 SC(L-)==0, 故 5 人 室 ]= 所 为 最 
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大 值 , 即将 线段 平分 为 两 段 , 以 此 两 段 为 边 长 的 矩形 面积 最 大 . 
4.3.3 函数 曲线 的 四 凸 性 与 扬 点 


利用 一 阶 导数 研究 函数 曲线 的 变化 状况 时 , 仅 知 曲线 在 区 
间 上 升 或 下 降 , 并 不 能 完全 反映 它 的 变化 规律 . 如 图 4-1 和 图 
4-2 所 示 , 函数 y 二 f(z) 的 曲线 均 为 单调 上 升 . 但 在 图 4-1 中 ， 
曲线 向 上 弯曲 的 弧 段 总 位 于 连接 弧 段 两 端点 的 弦 的 上 方 ; 而 图 
4-2 中 ,曲线 向 上 弯曲 的 弧 段 总 位 于 连接 弧 段 两 端点 的 弦 的 下 
方 . 因此 , 有 必要 进一步 考虑 曲线 的 弯曲 方向 ,以 及 在 曲线 上 何 
处 弯曲 方向 改变 . 


图 4-1 图 4-2 
据 此 , 我 们 给 出 如 下 定义 : 
(x* ) 定 义 2 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a, 5) 上 连续 , 若 对 任意 
Zz1，ZXs€ (a,，b) 和 任意 实数 XE (0, 1) 恒 有 
f Axit (1—A zs )SAf zr) + (1—A fri), 
则 称 f(z) 为 (a, 0) 上 的 凸 函数 ,也 称 曲线 f(z) 在 (4a,56) 上 为 凸 
曲线 . 反之 , 若 总 有 
fzit (1—A)z)2AfCz) + (1 oA f(r), 
则 称 f(x) 为 (a, 5) 上 的 四 函数 ,也 称 曲线 FCz) 在 (ea,0) 上 为 凹 
曲线 . 
下 面 利 用 二 阶 导 数 研究 函数 曲线 的 四 凸 性 . 
设 函 数 曲线 上 处 处 均 有 切线 存在 , 由 图 4-3 可 以 看 出 ， 当 
曲线 为 凸 时 , 从 左 到 右 , 切线 的 斜率 由 小 变 大 , 即 f(z) 递增 ， 
如 果 二 阶 导数 存在 , 必 有 了 (x) 宇 0; 类 似 地 , 从 图 4-4 可 以 看 


出 ， 当 曲 线 为 止 时 ,从 左 到 右 ， 切线 的 斜率 由 大 变 小 , 即 f(x) 
递减 , 如 果 二 阶 导 数 存 在 , 必 有 了 (zx) 三 0. 据 此 , 我 们 将 不 加 
证 明 地 给 出 有 关 判 别 函 数 曲 线 凹 凸 性 的 定理 . 


Ph 


图 4-3 图 4-4 


定理 9 设 函 数 f(x) 在 区 间 (a, 0) 上 二 阶 可 导 ， 

(1) 若 在 (a, 5) 上 恒 有 六 (x) 宇 0, 则 f(x) 为 区 间 (a, 5) 上 的 西 
函数 ; 

(2) 若 在 (a, 5) 上 恒 有 六 (x) 志 0, 则 f(x) 为 区 间 (a, 0 上 的 四 
函数 . 

定义 3 连续 曲线 上 四 弧 和 凸 弧 的 分 界 点 称 为 拐点 . 

例 4-24 求 函数 f(x) 二 x 十 2z? 的 四 凸 性 和 拐点 . 

解 : 容易 求 得 : 

f(z)=4+6r, f(x)=12x+12r=12x(z+1). 

当 z<< 一 1 时 , 了 (zx)0, 曲线 是 凸 弧 ; 当 一 1<z<0 时 ， 
了 广 (z) 二 0, 曲线 是 凹 弧 ; 当 x 之 0 时 ， 庆 (Cz) 过 0, 曲线 是 凸 弧 . 
因此 , (一 1, 一 1) 和 (0, 0) 是 曲线 的 两 个 拐点 . 


习题 4-3 


1. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 
(1) f(x)=zx’:—4r—8; (2) f(x)=zx’—37; 
(3) f(z)=2— 2 (4) f(x)=zxe *; 


(5) CD 一 下 和 (6) f(x)=arctan xz 一 


li lt) 
一 
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2. 求 下 列 函 数 在 给 定 区 间 上 的 最 大 值 、 最 小 值 : 
CD Fn) =B 2, EL=1, 2 
(2) f(a)=2 5522EL=2; 0]; 


C3 (4) 一 4 二 二， EE[1; 2 


(4) f(x)=z+ YI—z, rE[—1, 1]. 
3. 一 个 无 盖 的 圆柱 形容 器 ， 当 给 定 体积 为 定 值 w。 时 , 要 
使 容器 的 表面 积 最 小 , 问 底 面 半径 与 容器 的 高 的 比例 应 该 如 何 
设置 ? 
4. 求 一 个 正 数 , 使 得 它 与 其 倒数 之 和 最 小 . 
5. 求 下 列 函 数 凹凸 区 间 及 拐点 : 
(1) f(x)=zx’—6x’—8; (2) f(z)=1n (zx:+1); 
(3) f(x)=zarctan zs; (4) f(x)= (x:—1)’+2. 
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本 章 将 讨论 微 积分 学 的 另 一 个 基本 问题 一 一 积分 问题 . 首 
先 , 我 们 从 几何 学 、 物 理学 等 问题 出 发 , 引出 定 积分 定义 , 然后 
讨论 其 性 质 、 计 算 方法 及 其 应 用 . 其 中 , 微 积分 基本 定理 ( 即 牛 
顿 - 莱 布 尼 蒋 公式) 建立 了 积分 与 导数 之 间 的 重要 关系 ,是 本 章 
的 重点 . 


s.1 定 积分 概念 


本 节 从 曲 边 梯形 面积 、 变 力 沿 直 线 做 功 等 问题 出 发 , 引出 
定 积分 概念 ,并 给 出 积分 基本 性 质 , 为 积分 计算 奠定 基础 . 


5.1.1 问题 提出 


1. 曲 边 梯形 面积 
从 小 学 到 初 高 中 , 大 家 学 会 了 如 何 求 直 角 三 角形 、 和 矩形 、 
梯形 等 直 边 图 形 的 面积 , 分 别 如 图 5-1 所 示 . 


b b b 


lh 
S=5(atb)h 


1 
$= 3% 7 
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下 面 我 们 研究 如 何 处 理 曲 边 图 形 的 面积 , 以 曲 边 梯形 为 例 . 
设 f(z) 为 团 区 间 [a, 5] 上 非 负 连续 函数 , 求 由 曲线 y 二 f(x)、 直 线 
Z 一 4、 直线 zx 一 和 工 轴 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 由 于 连续 函数 
在 自 变 量 的 小 幅 变动 中 , 对 应 函数 值 变 动 幅 度 不 大 . 我 们 采取 
先 化 整 为 零 ( 分 割 ), 接着 小 范围 中 以 直 代 曲 ( 近 似 ), 随后 累加 
求 和 , 最 后 取 极 限 的 方法 来 定义 曲 边 梯形 面积 , 借 此 可 类 似 得 
到 其 余 曲 边 图 形 面 积 . 

分 割 : 在 区 间 [a, bj 中 任意 添加 一 1 个 分 点 , 依次 记 为 

4 一 ZIo<zi<…<7zz < 一 0， 

这 些 分 点 将 La, 5] 分 割 为 n 个 小 区 间 [zxii, zij], i 二 1, 2,…， 
n. 再 用 直线 z= 二 x1， 直线 x 二 zx,,，…， 直线 z+ 二 x,_1 将 原 曲 边 梯 
形 分 割 成 a 个 小 的 曲 边 梯形 , 如 图 5-2 所 示 . 


区 4 


> 
O Xoa) NR ln(b) 小 


图 5-2 


近似 : 在 每 个 小 区 间 [z, ,zx] 上 任 取 一 点 六， 作 以 了 Cp) 
为 高 , xz; 一 x 为 边 长 的 小 矩形 ， 只 要 小 区 间 长 度 Ax; 一 zx; 一 
zi 1 充分 小 ( 即 分 点 个 数 较 多 , 分 割 够 细密 ), 由 于 连续 函数 在 
自 变量 的 小 幅 变 动 中 函数 值 变化 不 大 ,从 而 在 每 个 小 区 间 上 用 
小 矩形 面积 近似 替代 相应 的 小 曲 边 梯形 面积 . 

求 和 : 用 个 小 矩形 面积 的 和 作为 原 曲 边 梯形 面积 A 的 近似 
值 , 即 


A> 3 fq Az:. 
注意 到 上 式 右边 和 式 与 Ar 及 六 均 有 关 , 即 依赖 于 对 区 间 [a, 中 的 


分 割 粗 细 , 又 与 每 个 小 区 间 上 六 的 选取 有 关 . 

取 极 限 : 当 对 [a, 中 进行 无 限 细 分 时 ， 和 式 与 某 一 常数 无 
限 接近 且 不 受 每 个 小 区 间 上 六 的 选取 影响 , 则 我 们 定义 此 常数 
为 曲 边 梯形 的 面积 . 

2. 变 力 沿 直线 做 功 

在 初 高 中 物理 时 , 我 们 学 习 到 , 质点 在 恒 力 下 作用 下 沿 直 
线 运 动 位 移 S 后 , 力 下 对 质点 所 做 功 为 

W=F. S. cosb, 
其 中 , 9 为 力 下 与 位 移 S 的 夹 角 . 当 力 与 位 移 在 同一 直线 上 上 且 
方向 相同 时 , 即 9==0, 此 时 力 下 对 质点 做 正 功 , 大 小 为 W=F，S; 
当 力 与 位 移 在 同一 直线 上 目 方 向 相反 时 , 即 9 一 x, 此 时 力 下 对 质点 
做 负 功 , 大 小 为 W= 一 F，S. 

若 力 下 连续 依赖 于 质点 所 在 位 置 ( 即 此 时 力 为 变 力 , 且 为 
质点 位 置 的 连续 函数 )， 当 它 沿 直线 作用 质点 ( 即 此 时 0 二 0) 并 
运行 一 定位 移 时 , 该 如 何 计算 变 力 下 对 质点 所 做 的 功 W 呢 ? 

下 面 , 我 们 简化 问题 ; 设 质 点 在 xz 轴 上 , 位 置 的 坐标 为 r， 
受 力 F(z) 的 作用 , 质点 沿 z 轴 由 位 置 a 移动 到 位 置 5 不 妨 设 去 
0). 由 已 知 F(x) 为 连续 函数 , 在 质点 小 幅度 移动 时 变化 不 大 . 类似 
求 曲 边 梯形 面积 ,把 [a, 5 任意 细 分 成 个 小 区 间 [xi1, zxij, i 二 
1, 2, …, n, 区 间 长 度 Ax; 二 xz; 一 zx;_1; 在 每 个 小 区 间 上 任 取 一 点 
刀 ， 此 时 在 小 区 间 上 变 力 F(z) 用 恒 力 FGy) 近 似 将 代 ; 于 是 , 质点 
从 zi 移动 到 六 变 力 F(z) 所 做 的 功 近 似 等 于 Cm)Ax;; 因此 

机 一 Pron JRAai 

同样 地 ， 当 对 [a， 站 进行 无 限 细 分 时 ， 若 上 述 和 式 与 某 一 
常数 无 限 接近 且 不 受 每 个 小 区 间 上 六 的 选取 影响 , 则 我 们 定义 
此 常数 为 变 力 所 做 的 功 . 

上 面 两 个 例子 , 一 个 来 自 几何 学 , 一 个 来 自 物理 学 , 它们 
的 解决 最 终 都 归结 为 和 式 求 极限 . 在 生活 实际 中 还 有 诸多 类 似 
问题 , 解决 这 类 问题 的 思想 方法 概括 为 “分 割 , 近似 , 求 和 , 取 
极限 ”. 这 就 是 产生 定 积 分 概念 的 背景 . 
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5.1.2 定 积分 的 定义 


定义 1 设 函 数 f(x) 在 有 限 闭 区 间 [a, 5] 上 有 定义 , 用 任 
意 分 点 
a=7X0<A1 r=b, 
将 [a, 5] 分 成 个 小 区 间 [zxii, zij, i 二 1, 2,…, n, 区 间 长 度 
Azxi 二 zx; 一 Xi-1， 在 每 个 小 区 间 [zx;_1,， xz;] 上 任 取 一 点 六 ， 作 和 式 


Df oar, (此 和 式 称 为 黎 曼 和 )， 
记 4 一 max{Azi) ， 即 个 小 区 间 中 长 度 最 大 的 记 为 4. 车 当 X 一 0 
( 即 小 区 间 长 度 最 大 趋 于 零 ， 分割 足 够 细密 ) 时 ， 上述 和 式 极限 


存在 且 与 点 六 的 选取 无 关 , 则 称 函数 f(z) 在 [a, 5] 上 黎 曼 可 
积 , 并 将 此 极限 值 称 为 f(z) 在 [a, 5] 上 的 定 积分 , 记 为 


[fear 一 lim >) /Op Az, 
其 中 ,| 称 为 积分 符号 , a 称 为 积分 下 限 ,6 称 为 积分 上 限 ，f 称 


为 被 积 函 数 , xz 称 为 积分 变量 , d 表示 微分 符号 , [a, 5b] 称 为 积 
分 区 间 . 

依 定 积分 定义 , 由 曲线 y= 二 f(x)、 直 线 += 二 =a、 直线 x 二 5b 和 
zx 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 面积 为 

A= [frar CU 0%s 
变 力 F(z) 将 质点 沿 轴 由 位 置 a 移动 到 位 置 b 所 做 的 功 为 
Ws= | Feoadr. 

注 : 

(1) 在 定义 中 , 要 注意 闭 区 间 的 有 界 性 , 区间 分 割 的 任意 
性 ,中间 点 选取 的 任意 性 . 

(2) 定 积分 为 和 式 极限 值 , 是 一 个 常数 . 它 只 与 积分 区 间 


[a, bj] 及 被 积 函数 有关, 而 与 积分 变量 用 什么 字母 表示 无 关 ， 
即 


， ， 
| Crz)dz =| /Wa =| /fdy = 


(3) 规定 站 reodz = [rear = 一 | rcodr 

(4) 由 曲 边 梯形 面积 的 引 例 可 知 , 定 积 分 有 明确 的 几何 意 
义 , 即 当 f(x) 宇 0 时 , 它 表示 由 曲线 y= 二 f(x)、 直线 z= 二 a、 直 
线 工 二 和 和 z 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 面积 . 当 f(x) 过 0, 它 表示 
由 曲线 > 二 f(x)、 直 线 xz 一 a、 直线 x 二 5 和 xz 轴 所 围 成 的 曲 边 
梯形 面积 的 负 值 ; 当 f(x) 在 区 间 [a, 65] 上 既 有 正 值 也 有 负 值 
时 , 它 表示 由 曲线 y 二 f(x)、 直 线 x 二 a、 直线 x 二 5 和 zx 轴 所 
围 成 的 图 形 中 , 位 于 xz 轴 上 方 的 图 形 的 面积 之 和 减 去 位 于 x 轴 
下 方 的 图 形 的 面积 之 和 |. 


b 
例 5-1 求 | ldz. 
解 : 显然 , 此 时 被 积 函数 f(z) 三 1. 不 管 对 区 间 [a, 6] 如 
何 分 割 ， 中 间 点 六 如 何 选取 , 均 有 f(%) 三 1, 此 时 黎 曼 和 


DF Aa | 。Azxi 一 0 一 4， 因 此 
| = lim DOA =b—a. 
例 5-2 用 定 积分 几何 意义 求 | xdz. 


解 : 依 定 积分 定义 , 此 为 由 曲线 y 二 x、 直线 x 二 0、 直 线 
z= 二 1 和 x 轴 所 围 成 的 直角 三 角形 面积 ， 显然 此 面积 值 为 二 ， 即 


和 ll 
| = 
1, z 为 有 理 数 ， 
Ss:3 究 雷 函 数 DCz) = 

例 研究 狄 利 克 雷 函数 0, 为 无 理 数 在 区 
间 [0, 1] 上 的 可 积 性 . 

解 : 显然 , 在 对 [0, 1] 的 任意 分 割 中 , 在 每 个 小 区 间 内 既 
有 有 理 数 也 有 无 理 数 . 因此 , 不 管 分 割 取得 多 么 细密 ， 当 所 有 


小 区 间 上 的 中 间 点 六 均 取 有 理 数 点 时 , 有 fw) 二 1, 此 时 


> fAz, 3 “Mz = 1s 
而 当 所 有 小 区 间 上 的 中 间 点 六 均 取 无理 数 点 时 , 有 f(%) 一 0， 
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此 时 
DY pene, 一 RD .Arzri = 0. 


从 而 , 黎 曼 和 在 满足 分 割 细 密 的 条 件 下 , 依 中 间 点 的 选取 ， 
分 别 趋 于 不 同 的 极限 值 , 此 与 函数 黎 曼 可 积 定义 不 合 , 因此 , 狄 
利克 雷 函 数 在 区 间 [0, 1] 上 是 不 可 积 的 . 

那么 , 什么 样 的 函数 在 区 间 [a, 5] 上 一 定 可 积 呢 ? 下面， 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 以 下 两 个 函数 可 积 的 充分 条 件 : 

定理 1 车 f(x) 在 [a, 65] 上 连续 , 则 f(zx) 在 [a, 5] 上 
可 积 . 

定理 2 若 (xz) 在 [a, 5] 上 有 界 且 只 有 有 限 个 间断 点 , 则 
了 f(z) 在 [a, bj 上 可 积 . 


5.1.3 定 积分 的 基本 性 质 


下 面 , 假设 函数 在 所 定义 的 区 间 上 是 黎 曼 可 积 的 , 我 们 将 
不 加 证 明 地 给 出 定 积分 的 若干 性 质 . 
性 质 1 (线性 性 质 ) 


b b b 
| (RiCz) 十 RagCz))dz = 4| (nda +k| g(x)dz, 
其 中 , ki ,kz 为 实 常数 . 
性 质 2 (关于 区 间 可 加 性 ) 
[eae = [frar + | fC)dz, 
其 中 , 常数 cE[a, 6。b]. 


性 质 3 ( 保 不 等 式 性 ) 
阁 函 数 f(x) 和 g(x) 在 [a, 5] 上 满足 f(z) 三 g(x), 则 


"5 
| f(xy | SC ds. 


性 质 4 (积分 中 值 定理 ) 
若 函 数 f(z) 在 [a, 5] 上 连续 , 则 在 [a, 5] 上 至 少 存在 一 点 7 
使 得 
fewar = f(D 4—a). 


注 : 性 质 1、 性 质 2 和 性 质 3 可 由 定 积分 的 定义 式 证 明 ; 性 
质 4 可 利用 连续 函数 最 值 定理 、 性 质 3 并 结合 介 值 定理 证 明 


例 5-4 比较 积分 一 | zzdz 和 7 一 | zadz 的 大 小 
解 : 显然 , 在 [0, 1] 上 , x 之 xz?, 由 性 质 3, 三 太 . 

例 5-5 估计 积分 工 一 | dz 的 大 小 . 

解 : 显然 , 在 [0, 1] 上, 0 三 x: 志 1, 由 性 质 3， o< | rd 


Es 


习题 5-1 


1. 利用 定 积分 几何 意义 , 计算 下 列 定 积分 值 : 
zdrs (2) LL M1l—z’dzr; 
C8 [sin wadr, 


2. 通过 对 积分 区 间作 nn 等 分 分 割 , 并 采取 适当 的 中 间 点 
%%， 把 定 积分 看 作对 应 的 积分 和 的 极限 , 计算 下 列 定 
积分 : 


， ， 
(1) | zzdz, 提示 : >)it = 计 n(n 十 DC2n 二 1); 
a i=l 
措 
02) | erdz. 
0 
3. 比较 下 列 各 题 中 两 个 积分 的 大 小 : 
CY = | aqz, 三 = | dr 
0 0 


了 1 
有 n= | rar， B= | ma+zdri 
0 0 


1 1 
KS =| C1 mde =| erdz. 
0 0 
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5.2 不 定 积分 


在 第 3 章 中 , 我 们 介绍 了 导数 的 概念 ,本 节 将 讨论 求 导 的 
反问 题 , 即 寻 求 一 个 可 导 函 数 , 使 得 它 的 导数 等 于 已 知 函 数 ， 
这 关系 到 后 面 定 积分 具体 计算 . 


5.2.1 原 函 数 


定义 2 设 函 数 FCz) 和 可 导 函 数 FCz) 在 区 间 工 上 均 有 定 

义 ， 且 对 任意 zE€I, 有 
F' (rz)=f(z), 

则 称 f(z) 为 f(x) 在 I 上 的 一 个 原 函 数 . 

例如 (sin xz) = 二 cos x，(sin x 十 1) 二 cos x，(sin zx 十 2) = 
cos xX， 因此 ,sin x，sin x 十 ] 和 sin x 十 2 都 是 cos xz 的 原 函 数 . 

注 : 

(1) 显然 , 车 (xz) 为 f(x) 在 TI 上 的 一 个 原 函 数 , 由 于 

(F(x)+C) =F' (x)+C’=f(z), 

因此 ,F(z) 十 C 也 是 f(x) 在 I 上 的 原 函 数 , 其 中 ,C 为 任意 常 
数 . 

(2) 若 F(z) 和 G(xz) 都 是 f(x) 在 I 上 的 原 函数 , 则 

F(z) 二 G(xz) 十 C。 (Co 为 给 定常 数 )， 

这 是 因为 : 此 时 在 区 间 工 上 , 恒 有 (F(x) 一 G(x)) 二 f(x) 一 f(z) 
二 0, 由 拉 格 朗 日 定理 的 推论 即 得 . 

由 以 上 两 个 注意 事项 , 我 们 引进 如 下 定义 : 

定义 3 设 F(z) 为 f(z) 在 区 间 I 上 的 一 个 原 函 数 ， 则 
f(x) 在 区间 I 上 的 全 体 原 函 数 称 为 (zx) 在 区 间 I 上 的 不 定 积 
分 ; 记 作 


| rod 一 下 (z) 十 C. 


例 5-6 求 | zar. 


解 : 由 于 [于 zx, 知 村 是 zx 的 一 个 原 函 数 ， 所 以 


六 
| az =5+c. 


例 5-7 求 | sin zxdzx. 


解 : 由 于 (一 cos z) 一 sinz, 知 一 cos x 是 sinz 的 一 个 原 函 
数 ， 所 以 


| sin zaz 二 一 cos Xx 十 C. 


5.2.2 不 定 积 分 的 性 质 


由 不 定 积分 的 定义 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 不 定 积 分 的 两 个 
性 质 : 

性 质 1 函数 和 的 不 定 积分 等 于 各 个 函数 的 不 定 积分 的 
和 ， 即 


tre) 二 g(x)] dz = | fear + | gr)dz, 


性 质 2 求 不 定 积分 时 , 被 积 函 数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 
以 提 到 积分 号 外 ， 即 


| kf (x) dr 一 | f(z)drx (其 中 , 常数 & 关 0). 


5.2.3 基本 积分 公式 表 


以 下 的 不 定 积分 公式 均 可 通过 求 导 计算 进行 验证 , 这 里 ， 
我 们 将 其 汇总 罗列 如 下 , 验证 过 程 留 待 读者 自行 完成 , 其 中 ， 
公式 里 的 a, C 均 为 常数 . 


1 [or =; 
2. [1dr =z+C: 

ye us 
3. | zdr = ,Liz TC ly > 0 


1 
4. | 二 一 In|z 二 al+C; 


到 | eed = Ler +Gta FD); 


6 | li = 0 4 My ee Ds 
lna 


7. | sin azdz 三 一 Tcosar 十 Cl(a 冯 0); 


8. | cos ardz = Tsin ar 十 C(ae 天 0); 


1 
3 
J cos’azr 


9% 


dx 三 Ttan ar 十 Cl(a 关 0); 


10. | . dz —— Leotar + Cla #0); 


sin?ar 


1 | we Sp 
Tl | dz Zarctan 4+Cku 3 Os 


1 
Lb | Fd? = arcsin 三 十 C(a > 0). 
a a 
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利用 不 定 积分 的 性 质 及 上 述 基本 积分 公式 表 , 可 以 计算 一 


些 简单 函数 的 不 定 积 分 . 
例 5-8 求 | [i 
解 : 


| 一 2z)dz = [dz — |2zdr 
3 
一 村 一 2 十 C. 


例 5-9 求 | = Dar. 


解 : 
| 人 ear | 和 经 十: 
ES 党 


| zar ?| ldz |3 dz 
藻 


六 


2 


2z 十 ln |z| 十 C. 


例 5-10 求 | (Ue — 2sin x) dz. 


dz = | (2—2+i)ae 


二 元 函数 积分 


解 : 
| (e* —2sin zx)dz = | er dz 一 ?| sin zdz 
二 er 二 2coszt 十 C. 
上 述 例 子 通过 不 定 积 分 性 质 及 基本 积分 表 即 可 求解 , 但 有 


时 , 不 定 积分 的 计算 需要 对 被 积 函数 进行 恰当 变形 ,再 运用 人 性 
质 及 积分 表 计 算 . 


例 5-11 求 | dr. 


(好 一 1)(Cz 十 1) i 
| TT 站 二 | 各 a 


一 | (zz —1)dz++arctanz 


I’ 


XtarctanztC. 


例 5-12 求 | an ds 
解 : 


i -和 
| azdz | SDE | 一 dz 


GON COS2 工 


-|[ 1]jaz=—| i J ar 
COS 工 COgT 


= n= 十 CC， 


习题 5-2 


1. 计算 下 列 不 定 积 分 : 


卫 ， | 3 
| 去 (2) | x’ Vrdzr; 


® -=”- 夫 | dr; (4) | 一" 
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(5) | -二 = dey (6) | ot det 
型 十 TI EE ， 

COS 2 工 _ Ce . 

(7) | (8) | sin dx; 


| TE 2 
(9) | dx; Go) | cot wdr, 


5.3 微 积分 基本 公式 


在 5.1 节 中 , 我 们 发 现 , 直接 由 定 积分 定义 来 计算 函数 在 
闭 区 间 上 的 定 积分 值 , 并 不 是 件 很 容易 的 事 . 因此 , 在 本 节 中 ， 
我 们 意图 寻求 计算 定 积分 的 新 方法 , 通过 分 析 定 积分 性 质 , 得 
到 联系 定 积 分 与 不 定 积分 的 重要 计算 公式 一 一 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 


变 上 限 积 分 


设 函 数 f(1) 在 [a, 由 上 连续 , 任意 给 定 zxE [Le, 0], 考察 f(1) 在 
区 间 [a, zj 上 的 积分 


[rar, 


由 于 f(4) 在 [a, 6] 上 连续 从 而 在 La, x+] 上 连续 , 故 上 述 积分 值 
存在 ; 当 z 在 [a, 65] 上 任意 取 定 时 , 均 有 唯一 积分 值 与 之 对 应 ， 
因此 , 我 们 定义 了 一 个 新 的 函数 , 记 作 


Bx) = [fu 5 疙 到, 而 


称 之 为 变 上 限 积分 同 理 可 定义 变 下 限 积分 | (Ddr, ze [a, 器 


下 面 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 变 上 限 积分 的 一 个 重要 性 质 : 
定理 3 设 函 数 f(1) 在 [a, 5] 上 连续 , 则 变 上 限 积分 


B(x) = [wu 


在 La, 6] 上 可 导 , 且 


T(r) =fr), rE€El[La, bl. 


注 : 定理 3 可 利用 导数 定义 式 , 并 结合 5. 1 节 中 积分 性 质 4 
(积分 中 值 定 理 ) 证 明 . 


例 5-13 求 (| 一 Dd) 
解 : (ce = Dar) = 


| sin ea 
例 5-14 求 lim 一 一 


I 


解 : 函数 /(1) 二 sin 连续, 变 上 限 积分 | sin edy 可 导 . 又 
此 为 型 不 定式 . 由 洛 必 达 法 则 


| sint:dt (| sin td) 
lim 盖 = lim 一 一 这 
z=0 0 【入 mr-0 37 3 


5.3.2 牛顿 - 菜 布 尼 英 公式 
下 面 , 我 们 给 出 本 章 最 重要 的 一 个 计算 公式 ， 它 建立 了 积 
分 与 微分 间 的 联系 . 
定理 4( 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ) ” 设 函 数 F(z) 是 连续 函数 f(x) 
在 La, 5] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 
| remdz = F(b)— F(a). 


证 : 设 
Bz) = | far, 


因为 B(r) 和 F(z) 都 是 f(z) 的 原 函数 , 而 同一 函数 的 两 个 原 函 
数 只 相差 一 个 常数 , 故 有 

D(X)=F(z)++COo, 
即 


ECz) = [wa = F(z) +C,, 
上 式 中 , 令 z=a, 得 
G(a) 一 [rea = F(a)+C, =0, 
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Co =— F(a), 
再 令 z+ 二 b, 即 得 


$0) = [fa = F(b)+C, = F(6)— F(a). 
此 计算 公式 也 称 为 微 积分 基本 公式 . 通常 , 我 们 以 
[F(z)] 表示 下 (0) 一 F(a). 
注 : 由 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 求 连续 函数 在 闭 区 间 上 定 积 分 
的 值 , 关键 在 于 求 出 它 的 一 个 原 函 数 . 


例 5-15 计算 | dr 


解 ; 由 [村 一， 知 寺 是 x 的 一 个 原 函 数 ， 依 定理 4 我 
们 有 


> 3 了 ]3 3 3 
是 工 3 2 19 
| .dr | 和 让 天 久 


例 5-16 计算 | erdz 


解 : 由 [ 守 】 一 ee 知 写 是 ee 的 一 个 原 函数 , 依 定理 4, 我 
们 有 


例 5-17 计算 | |z|dz. 


解 : 显然 地 是 x 的 一 个 原 函 数 ,由 定 积分 关于 区 间 可 加 性 
及 定理 4, 有 


1 0 1 
| lzldz=| (一 zDdz 二 | zdz 
一 2 一 2 0 
0 
= 和 | .| 
6 5 
I 


习题 5-3 
1. 求 下 列 函 数 导 数 : 
£3 2 
(1) G(x) -| edi; (2) B(x) -| sin tdt; 
, 2 
(3) GCz) 本 (4) @6Cz) [ea 
8 7X) 一 ” TI 诗 访 Ls 4 ZX) 一 ; 册 
2. 求 下 列 极限 : 
还 0 
| Sin tdt | sin’:tdr 
(1) lim 一 一 ; (2) lim :于 一 一; 
0 区 0 Es 
[mn atoa [sin G4— Da 
(3) lim (4) lim 一 . 
™ | (eba ™ fa-pa 
0 3 
3. 计算 下 列 积分 : 
st | Laz; 
Cl | ez 1)dz; C2) Bp 
(3) | (re— Dd (CD | -ad 
ol+zr i 
x rx 
[| | eszdzi; (6) | sin2 dx; 
0 0 过 
2 x 
"| |z 一 1|dz; ‘8 | | cos 工 | dz. 
0 0 


s.4 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 


由 求 导 与 积分 间 的 关系 , 本 节 给 出 计算 定 积分 的 两 种 重要 
方法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 . 其 中 , 根据 复合 函数 求 导 
法 则 , 我 们 先 给 出 计算 定 积分 的 一 种 重要 方法 一 一 换 元 积分 
法 ; 然后 , 由 两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 , 给 出 计算 定 积分 的 另 
一 种 重要 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
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5.4.1 定 积分 的 换 元 积分 法 


定理 5 设 函 数 f(z) 在 [a, 5b] 上 连续 , 函数 z= 二 g(1) 满 足 : 

(1) 当 4 从 a 变动 到 8 时 , x 二 pg(1) 从 g(a) 二 a 单调 增加 (或 
减少 ) 变 动 到 p(8) 一 0; 

(2) 9p() 在 [ec, B]( 或 [B, a]) 的 导 函 数 w (Co 连续, 则 有 

| reo = [tg ar. (=1) 

证 : 设 F(z) 为 f(z) 在 [a, 65] 上 的 一 个 原 函 数 , 即 F'(x) 二 

f(z), 又 由 复合 函数 求 导 法 则 ，, 知 
[FC(g00)] =f(90) 9 0), 

即 FCg00)) 为 f(g(1))yg (4) 在 [a, B]( 或 [8, ao]) 上 的 一 个 原 函 
数 . 由 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


| rcodz = F(b)— F(a), 


流 
[rte Wa = [F(g(t))]s 
= F(b)— F(a), 
因此 有 
bo Bp 
[fear = | /Igy (Ddi. 
法; 
(1) 在 具体 计算 时 , 单调 变换 x 二 g(1) 的 选取 是 问题 求解 
的 关键 . 


(2) 当 单 调 变换 zx 一 p(0) 选 定 后, 由 单调 性 , 令 z 一 a, 从 PCD) 
二 a 中 解 出 相应 地 :一 a; 令 z 一 0,， 从 gpl) 二 5 中 解 出 相应 地 :一 

(3) 将 原 积分 计算 中 , 所 有 跟 积分 变量 x 有 关 的 表达 式 均 
要 替换 为 跟 新 的 积分 变量 : 有 关 的 表达 式 . 

| 

例 5-18 计算 | 二 

解 : 令 1 十 Vz=t, 则 z=( 一 1)?, dr==2(t 一 1)dt; 当 z=0 
时 ; j=1; 涩 w= 有 时; f= 名 , 所 以 


ds: 


多 全 


4 As 
| i lie 20— Ds 2| (1 Ha 
过 1 4 


"1 十 Vz 
三 食 3= 罗 本 
=2[(3—ln3)— (1—ln1)] 
一 2(2 一 ljn3). 


2 
Ss 1 
例 5-19 计算 | 亲本 7 D7 dr 


解 : 令 1+2z=4, 则 > 与 ， dz dts 当 xz 一 1 时 ,一 3, 当 


Z 一 2 时 ,上 一 5， 所 以 


2 1 = 1 
| a se 


4 
PEEa 


i :2 
例 5-20 计算 | 一 一 一 dx 
a 
解 : 令 Vi 二 Inzx=t, 则 Inx=ti 一 1, x=e-!, dx 二 e 
2tdt; 当 二 = 王 1 时 , t=1, 当 xz=e 时 , t=V2，, 所 以 


[ lL dx 六 LL el 。 27dt 
1ZV1 十 lnrz 1 ee 


-= [2 = 2 


Ct 


例 5-21 计算 上 coszzrsin zdz. 
0 


解 : 
方法 一 : 令 一 cosz,， 则 dt 二 一 sin zdz; 当 z 一 0 时， 上 一 1， 


当 z 一 了 时 ， t 二 0, 所 以 


0 
上 608 xsln wdz = | £2(— di) 
0 1 


[2 1 1 
-和 | 一 才 (0 一 D = 去 
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方法 二 : 由 [一 加 2) 一 oszsinr， 知 一 Se 为 coszzsinz 的 
一 个 原 函 数 , 故 


总 
EE 3 2 
. ee I 
| cos:xsin zdz 一 = S | 一 本 
0 


例 S-22 计算 | V1— zx’dz. 


解 : 令 z=sinli, 则 dz 二 costdt; 当 xz==0 时 , 1 二 0, 当 z= 一 1 时 ， 


ee 
2 


1 
| NI—x d= | sinst »« cost » costdt 
0 0 
2 
2 四 
一 | sin’t » cos’tsin tdt 
0 


-—| (1— cos’t) » cos’td(cos1) 
0 


[cos cosit] 
3 5 jo 


[人 -入 全 -号 


15 


例 5-23 证 明 ， 
(1) 车 f(x) 在 [一 a, ac] 上 连续 且 为 偶 函 数 , 则 


| reoaz 一 2 fea. 
(2) 若 f(z) 在 [一 a, a] 上 连续 且 为 奇 函 数 , 则 
| repdz =0. 
证 : 因为 
| reouz 三 | repdr +| reoar， 


对 上 述 等 式 右边 第 一 项 | A(z)dr, 作 变 换 z= 一 …, 则 


二 元 函数 积分 


| reod 蚂 [Wx 直到 一 过 = 站 友 则 二 [|r is 
上 式 最 后 一 个 等 号 在 于 定 积分 与 积分 变量 选取 无 关 . 从 而 , 我 
们 有 
人 We | oo 二 二 odd 

因此 ， 

(1) 当 f(z) 在 [一 a, aj 上 为 偶 函 数 时 , 即 f( 一 xz) 二 f(x), 我 
们 有 

fC +f z=2f(7), 

此 时 

上 dis [uw | ds 2| fc). 

(2) 当 f(x) 在 [一 a, a] 上 为 奇 函 数 , 即 f( 一 x)== 一 f(x), 我 
们 有 


fn)+f(—zx)=0, 
此 时 


| dy = [We 4+f(— 2)dr = 0. 
a 0 


5.4.2 定 积分 的 分 部 积分 法 


定理 6 设 函 数 x(z),，z(Cz) 在 La, 6] 上 的 导 函 数 都 是 连续 
的 , 则 


b b 
| u(xz)v (xz)dr = [u(x)v(x)]: -| u’ (x)v(x) dz. 


证 : 由 u(x), v(x) 在 La, 5] 上 导 函 数 连 续 , 依 两 函数 乘积 
的 求 导 公式 
[xz)uCz)] =u (xr)v (rx) tul(r)v (zx), 
即 得 
uCz)u(z) 一 [xzCz)uCz)] —u (x)v(z). 
对 上 式 两 端 以 z 为 积分 变量 在 区 间 [a, 5] 上 取 定 积分 ， 
即 得 


b b 
[AE = [u(xz)v(z)]: -| & (x)v(x) dz. 
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[ceoarcol= [xz)uCz)] 一 | coateco)1 (5-2) 
例 5-24 计算 | Eo bo 
解 : 令 (xz) 二 lnx, v(x) 二 x+, 由 分 部 积分 公式 , 故 


人 zdz = [zln E 沁 加 —| zddn ED) 
1 1 


(e. lne—1.1n1) =: Li 
1 Es 
= [sli =E = 
=1. 
例 5-25 计算 | zerdz. 
0 
解 : 令 xz)=z， uCz) 一 ef， 由 分 部 积分 公式 , 故 
1 1 
[ed = | zacen 
0 0 


1 
[zer]， | ed =€— [el]s 
一 1. 
1 
例 5-26 计算 | XCOS Ldz. 
0 
解 : 令 u(r) 二 +, v(z) 二 sin x， 由 分 部 积分 公式 , 故 


1 中 
| Xxcos zdz = | zxd(sin zx) 
0 0 
1 本 
一 [zsin wha -| sin xdzx 
0 


一 Sin ] 一 [一 cosz]， 


一 Sin1 十 cos1 一 1. 


例 5-27 计算 | ar 
1 yx 


解 : 令 u(z)= 二 lnx, uCz) 一 2Vz ,由 分 部 积分 公式 , 故 
4 In _ -| 
上 ee ,ln zd(C2Vz) 


一 元 函数 积分 


4 
[2Vzlnz]: -| 2Vzrd(ln zx) 


和 4 
4ln 4 | 二 dns [4vz]i 


| 


4ln 4 一 4. 


习题 5-4 


1. 计算 下 列 定 积分 : 


3 本 
| (1 — zx) de ‘2) | 二 一 dzi 
5 °° VZz 十 1 
2 源 
一 和 ; 
(3) | ze dx; Co Td 
(5 | coszdz; (6) | sin xsin 2xdz; 
0 
Sing . 
of Ts 上 5 和 
2. 计算 下 列 定 积分 : 
- 1 
| arcsin zdx; (2) | Xxsin zxdzx; 
0 
1 
ca) | li (4) | 2xarctan rdzx; 
0 
际 。 壕 e 
i sdx; (6) [linzlaz; 
COS 工 全 
4 
(7) ke xe“ dr; (8) | er dr; 
0 


5.5 定 积 分 的 元 素 法 及 其 应 用 


基于 5.1 节 定 积分 概念 启发 , 本 节 介 绍 元 素 法 思想 , 并 运 
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用 元 素 法 将 所 求 量 表 达成 定 积分 , 然后 应 用 到 几何 问题 中 . 此 
分 析 方法 也 可 应 用 于 处 理 物 理 、 经 济 等 方面 的 问题 . 


5.5.1 定 积 分 的 元 素 法 


1. 元 素 法 思想 

如 果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 U 符合 下 述 条 件 : 

(1) U 是 与 一 个 变量 zx 的 变化 区 间 [a, 门 有 关 的 量 ; 

(2) U 关于 区 间 [a, 6] 具有 可 加 性 (即将 区 间 分 为 若干 小 区 
间 , 则 UU 可 相应 分 解 为 若干 部 分 的 和 ); 

(3) 部 分 量 AU 的 近似 值 可 表示 为 f(x)Ax. 


则 可 以 考虑 用 定 积分 求 U. 
2. 元 素 法 步骤 


(1) 根据 问题 的 具体 情况 , 选取 一 个 变量 (如 xz) 为 积分 变 
量 , 并 确定 它 的 变化 区 间 [a, 5]; 

(2) 设想 把 区 间 [a, 分 成 个 小 区 间 , 取 其 中 任 一 小 区 
间 并 记 作 [z, z 十 Az], 求 出 相应 于 这 个 小 区 间 的 部 分 量 AU 
的 近似 值 . 车 AU 能 近似 地 表示 为 [a, 5] 上 的 一 个 连续 函 
数 在 z 处 的 值 f(x) 与 Az 的 乘积 (这 里 要 求 AU 一 f(x)Azx 


=oCAz) , 即 im 人 一 个 革 从 一 0)， 则 称 f(z)Azx 为 量 U 的 


元 素 ， 并 记 作 dU， 即 
dU=f(z)dz; 
(3) 以 所 求 量 U 的 元 素 f(x)dz 为 被 积 表 达 式 , 在 区 间 [a, 0] 
上 作 定 积分 , 得 


b 
U= | FLEDNdS, 


5.5.2 定 积分 的 几何 应 用 


求 由 直线 zx 一 w、 直 线 z==b(a 二 5b)、 连 续 曲 线 y= 二 gr(x) 和 
连续 曲线 y 王 gy (xz) (g(x) 三 gy (zx)) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 A. 

如 图 5-3 所 示 , 在 [a, 6] 上 任意 截取 位 于 [x, x 十 dx] 小 区 间 
上 的 部 分 图 形 . 由 于 连续 函数 在 小 区 间 上 函数 值 变动 不 大 , 用 长 


为 gu(z) 一 g(x), 宽 为 dz 的 长 方形 面积 近似 计算 其 面积 , 即 
dA= [g(x)—9 (rz)]dr, 
在 [a, 5] 上 积分 上 式 , 得 


b 
4= | [m(Cz) — p91(x)]dz. (5 


yA 


篇 汪 


一 般 地 , 如 果 在 [a, 5] 上 不 限定 函数 gp, (x) 和 qs(x) 的 大 
小 , 由 直线 x 二 a、 直 线 x+==b(a 二 0b)、 连续 曲线 y= 二 g(x) 和 连续 
曲线 y= 二 gz(z) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 
A=| mc — pa) ldz. (5-4) 
同 理 , 由 直线 y 一 c、 直线 y==d(c<d)、 连续 曲线 z+ 二 p(y) 
和 连续 曲线 z= 二 ys(y) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 
A= | |p 一 和 Cldy 《5 有 


例 5-28 求 直 线 zx 王 1、 直 线 zx 一 2、 曲 线 y= 二 x 和 yy 二 x? 所 
围 成 的 平面 图 形 的 面积 A. 
解 : 由 于 在 区 间 [1, 2] 上 , x 二 x?, 由 公式 (5-3),， 所 求 面积 


2 3 2 -2 
he, 
A [KS ds E | 
= 
6 


例 5-29 求 曲线 > 一 了 一 好 一 2 与 工 轴 所 围 成 平面 图 形 的 面 
积 A. 
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解 : 由 zx 一 zx’ 一 2+ 二 0 解 得 曲线 与 zx 轴 交 点 为 x 二 一 1, 0， 
2. 由 公式 (5-4) ,所 求 面积 


. 
A=| | zx —2r|dr 
入 | 


0 2 
一 人 一 一 | (三 一 环 一 27)dz 
0 


加 局 好 | 局 2| _ 5 十 8 
一 37 
I 
求 由 直线 x 二 =a、 直线 xz 一 0(a<0) 、 工 轴 和 连续 曲线 y 二 f(x) 所 
围 成 的 平面 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 成 旋转 体 的 体积 V;. 
如 图 5-4 所 示 , 在 [a, 5b] 上 任意 截取 位 于 [x, xz 十 dx] 小 区 
间 上 的 部 分 图 形 . 由 于 连续 函数 在 小 区 间 上 函数 值 变动 不 大 ， 
我 们 用 长 为 | FCz)|, 宽 为 dz 的 长 方形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 成 旋 
转 体 ， 即 底面 半径 为 | f(x)|, 高 为 dz 的 圆柱 体 来 近似 此 部 分 
图 形 绕 xz 轴 旋 转 一 周 所 成 旋转 体 的 体积 ， 即 
dV;=xf:(zx)dr, 
在 [a, 6j 上 积分 上 式 , 得 


b 
= | fC dz. (5=6) 


y=/(x) 


“vy 


同 理 , 由 直线 y= 二 c, 直线 y 二 4d(c 过 4), y 轴 和 连续 曲线 xz 
三 g(y) 所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 成 旋转 体 的 体积 


33| 


V， 为 
d 
v,=| ng (y)dy. GE 


例 5-30 求 由 曲线 y==x?, xz 轴 和 直线 x 二 2 所 围 成 的 平面 
图 形 分 别 绕 zx 轴 和 wy 轴 旋 转 一 周 所 成 旋转 体 的 体积 V 和 V,. 
解 : 依 题 意 , 在 公式 (5-6), a 二 0, 5 二 2, f(z) 二 x?, 故 


2 S12 
本 = | rcedr= |=… 志 | 一 22x 
0 0 5 


D 
在 公式 (5-7) 中 ,cc 一 0，d 一 4，8&82(y) 一 xz。22 一 x(Vy)2， 故 


4 2 了]4 
Va = [Lis 2 —x(Vy)]dy = 本 4 一 号 上 = 8x. 


习题 5-5 


1. 求 下 列 各 题 中 平面 图 形 的 面积 ， 
(1) 抛物 线 y 一 4 一 x 与 x 轴 所 转 成 的 图 形 ，; 
(2) 抛物 线 y=1 一 与 y=x? 所 围 成 的 图 形 ; 
(3) 抛物 线 z= 二 y? 与 直线 x 十 y= 二 2 所 围 成 的 图 形 ; 
CD) 曲线 y= 十 与 直线 y 一 z+, z+ 一 4 所 围 成 的 图 形 . 


2. 求 下 列 平面 图 形 分 别 绕 zx 轴 、y 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 : 
(1) 抛物 线 y= 二 1 一 zx? 与 z+ 轴 所 围 成 的 图 形 ; 
(2) 抛物 线 y 二 8 一 x? 与 y 二 x? 所 围 成 的 图 形 ; 
(3) 正弦 曲线 y= 二 sin x(0 志 x 三 7) 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 ; 
(4) 曲线 y=e 与 x 轴 、y 轴 及 直线 z==1 所 围 成 的 图 形 . 


5.6 反常 积分 


前 面 我 们 在 闭 区 间 上 讨论 有 界 函 数 的 定 积分 , 本 节 将 利用 
“ 定 积分 十 取 极 限 ” 的 方式 ,分 别 考察 无 限 区 间 上 的 积分 和 无 界 
函数 的 积分 , 这 两 类 积分 叫 作 反常 积分 (或 广义 积分 ). 
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5.6.1 无 穷 限 的 反常 积分 


定义 1 设 函 数 f(zx) 在 无 穷 限 区 间 [a, 十 ce) 上 有 定义 ， 
且 对 任意 M > a，F(z) 在 [a, M] 上 可 积 . 若 


lim | fC)de 存在 ， 
则 称 函 数 f(x) 在 无 穷 限 区 间 [a, 十 co) 上 反常 积分 存在 , 并 记 
| fear lim | f(r)dz, (5-8) 


此 时 也 称 反常 积分 | ”7(z)dz 收敛， 反之 , 如 果 式 (5-8) 右边 


极限 不 存在 ,就 称 反常 积分 | ”7(z)dz 发 散 . 
类 似 地 , 可 定义 
三 roar= lim| rcodr (5-9) 


一 般 地 , 若 函 数 F(z) 在 (一 co,， 十 co) 上 有 定义 ， 且 对 任意 
aE (一 ce， 十 co)， 有 


| 站 CD 和 | fC)de 


均 收 敛 , 则 我 们 称 FCz) 在 (一 co, 十 ceo) 上 反常 积分 存在 (或 收 
敛 ),， 并 记 


+ 四 + 
上 Faodr= | cmdz 二 | Rnd 5-10) 


例 5-31 计算 | edz. 


为 书写 简便 , 在 实际 计算 中 , 若 F(Cz) 为 函数 f(x) 在 无 穷 
限 区 间 [a, 十 co) 上 的 一 个 原 函 数 ( 即 F(z) 二 f(x)), 记 
有 十 ee 一 lim Pox), 


则 当下 (十 ce) 存 在 时 , 我 们 采用 如 下 写法 


js 
| flzddz = [FOYT = FCH eo) — Fla), 


例 5-32 计算 | 


ee 
2 


dx. 

I 

解 : 显然 ， 一 二 为 点 的 原 函数 ,， 故 有 
| | 
| | | 


5.6.2 无 界 函 数 的 反常 积分 


定义 2 设 函数 f(z) 在 区 间 (a， 0] 上 有 定义 且 lim f(x) 二 %， 
又 对 任意 ME (a, 站 ,f(z) 在 [M, 疏 上 可 积 . 车 
则 称 无 界 函 数 f(x) 在 区 间 (a, 5] 上 反常 积分 存在 , 并 记 
[EE = 加 | fde, 全 
此 时 也 称 反常 积分 | 7(z)dz 收 伍 . 反之 , 如 果 式 (5-11) 有 边 极 
限 不 存在 ,就 称 反常 积分 | F(z)dz 发散. 
类 似 地 ,可 定义 
rear = lim| fdz. (5-12) 
一 般 地 , 若 函 数 f(z) 在 [a, c) U(c, 65] 上 有 定义 , limf (x) 二 
,是 反常 积分 
| repdz 和 | fcz)dz 
均 收 敛 , 则 我 们 称 f(x) 在 [a, 5] 上 反常 积分 存在 (或 收敛 )， 
关 记 
| repdz = | 7reodz+| fad. (5=18) 


例 5-33 计算 | | i 
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本 


解 : 当 z>0+ 时 ， 和 此 为 无 界 函数 反常 积分 , 按 定 


义 有 


例 5-34 计算 | ln zdz. 
解 : 当 z>01+ 时 , In rz 一 co, 此 为 无 界 函 数 反常 积分 . 按 


上 和 二 lim| jn ds 
0 M 


M0 

一 lim[zlnz 一 z]， 

lim[zIn x wl 

= lim[(ln1—1)— (Min M—M)] 
M0 


=—1. 


习题 5-6 


1. 判定 下 列 各 反常 积分 的 收敛 性 ， 如果 收敛 , 计算 反常 积 
分 的 值 : 


十 co 
| dss 
肌 TX 


3 
(3) | edr; 


. 2x 
G) | dz; 
5 /TC— a 


(7 |= EE 
9 ol—z’ i 


(2) 二 dx 
s 
1 /x 


(4 三 二 二 d 
re 


1 
* 
‘| dx; 
a = 


| 
(8) | i 
0 


wln sw 
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在 日 常生 活 和 科学 研究 中 ,人 们 往往 需要 寻求 变量 间 的 函 
数 关 系 . 有 时 这 种 函数 关系 不 容易 直接 建立 , 但 经 过 适当 简化 、 
分 析 处 理 后 , 可 以 得 到 含有 自 变 量 、 未 知 函 数 及 未 知 函 数 的 导 
数 或 微分 的 关系 式 , 这 种 关系 式 就 是 所 谓 的 微分 方程 ,得 到 微 
分 方程 后 , 用 一 定 的 方法 找到 满足 方程 的 未 知 函数 , 这 一 过 程 
叫 作 解 微分 方程 . 本 章 主要 介绍 常 微分 方程 的 一 些 基本 概念 和 
几 种 简单 常 微 分 方程 的 求解. 


6.1 微分 方程 基本 概念 


下 面 我 们 给 出 一 个 实例 来 说 明 微 分 方程 的 建立 、 微 分 方程 
的 基本 概念 及 求解 过 程 . 

例 6-1 求 过 点 (1, 1) 且 切线 斜率 为 2z 的 曲线 方程 . 

解 : 设 满足 条 件 的 曲线 方程 为 y= 二 f(z). 由 导数 几何 意义 ， 
依 题 意 , 我 们 有 

f(x) 三 2 

且 f(1)==1. 显然 , 满足 条 件 的 函数 形式 为 f(z) 二 十 C, 代入 
jJ(1) 王 1, 得 到 C=0. 因此 , 满足 题 意 的 曲线 方程 为 y 一 Cz) 

定义 1 含有 自 变 量 、 未 知 函数 及 未 知 函数 的 导数 或 微分 
的 等 式 , 称 为 微分 方程 . 例如 ,以 下 方程 都 是 微分 方程 : 

y 一 2zy(z 为 自 变量 , y 是 未 知 函 数 ) (6-1) 

y 一 2y 二 0(y 是 未 知 函数 , 但 自 变量 没有 明确 指明 ) 

(6-2) 
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ydz 一 zdy 一 0(z 与 y 中 可 任 选 一 个 为 自 变量 , 另 一 个 即 为 


Sa (6=3) 
二 ~ 一 0Cz 是 未 知 函 数 , x+, y 为 自 变量 ) (6-4) 
tt 攻 十 5 学 一 0(x 是 未 知 函数 ,zx，y,，z 为 自 变量 ) 

(6-5) 


微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 的 各 阶 导数 或 微分 的 最 高 阶 
数 ,， 称 为 微分 方程 的 阶 . 未 知 函数 为 一 元 函数 的 微分 方程 ， 称 
为 常 微 分 方程 . 未 知 函 数 是 多 元 函数 的 微分 方程 , 称 为 偏 微分 
方程 . 定义 1 中 的 方程 (6-1)、(6-3) 均 是 一 阶 常 微分 方程 ,方程 
(6-2) 是 二 阶 常 微分 方程 , 方程 (6-4) 是 一 阶 偏 微分 方程 , 方程 
(6-5) 是 二 阶 偏 微分 方程 , 其中, 方程 (6-4)、(6-5) 中 出 现 的 符 
号 为 求 偏 导 , 我 们 将 在 7. 3 节 介绍 , 本 章 只 讨论 常 微分 方程 

定义 2 满足 微分 方程 的 函数 , 称 为 微分 方程 的 解 . 若 微 
分 方程 的 解 中 所 含有 的 相互 独立 的 任意 常数 ( 即 它 们 不 能 通过 
合并 而 使 得 任意 常数 个 数 减 少 ) 的 个 数 等 于 微分 方程 的 阶 数 ， 
则 称 此 解 为 微分 方程 的 通 解 . 当 通 解 中 任意 常数 确定 后 ,得 到 
的 解 称 为 微分 方程 的 特 解 . 

例如 , 在 例 6-1 中 , 函数 y==x? 十 C 为 微分 方程 y 二 2x 的 
通 解 ,而 函数 y= 二 x?,y 二 x? 十 4 均 为 方程 y 二 2zx 的 特 解 .又 ， 
函数 y= 二 Ci 十 Cse” 为 微分 方程 y 一 2y' = 二 0 的 通 解 , 而 函数 y 一 
1 十 Cse”* 是 微分 方程 y 一 2y 二 0 的 解 , 但 不 是 通 解 . 

例 6-2 验证 函数 y 二 sin 2x 是 微分 方程 y 十 4y 二 0 的 解 . 

解 : 将 y 一 sin 27， y 一 2cos 2 了 一 一 4sin 27z 代入 微分 方程 左 
边 , 得 十 4y 二 0, 因此 y 二 sin 27 是 微分 方程 y 十 4y 二 0 的 解 . 


习题 6-1 


1. 指出 下 列 微分 方程 阶 数 : 
(1) y —zxy —2=0; (2) y 十 y 一 z 一 0; 


[oo 


(3) zdy 一 ydz 一 0; (4) ys 十 y 一 2z 一 0. 
2. 验证 下 列 各 题 中 给 定 函数 为 对 应 微分 方程 的 解 ; 

(1) y 一 ?一 0， y 一 Cer; 

(Wy 有 一 一 0 3 

(3) y+4y=0, ， y 一 Cicos 2z 十 Casin 2x; 


(4) zy —6y=0, y=xi. 


6.2 一 阶 微分 方程 


一 阶 微分 方程 的 隐 式 表达 式 为 
F(zxs ys y') = 0, (6-6) 
而 若 能 将 y 从 式 (6-6) 解 出 , 则 得 到 一 阶 微分 方程 的 显 式 表 
达 式 
= fis HY (6-7) 
本 节 将 针对 式 (6-7) 右 端 f(z，>) 取 特殊 形式 ,给 出 几 种 特 
殊 类 型 的 一 阶 微分 方程 及 其 解法 . 为 公式 推导 及 叙述 方便 , 若 


无 特殊 说 明 , 本 章 剩余 章节 中 出 现 的 | /crar 均 仅 代表 被 积 函 
数 f(z) 的 一 个 原 函 数 , C 表示 任意 常数 . 


6.2.1 直接 可 积分 方程 


当 式 (6-7) 右 端 二 元 函数 FCz，y) 与 未 知 函 数 y 无 关 时 , 即 
式 (6-7) 退 化 为 
y = f(s (6-8) 
其 中 f(z) 是 连续 函数 . 我 们 称 式 (6-8) 为 直接 可 积分 方程 . 此 
时 由 不 定 积分 概念 , 式 (6-8) 的 求解 相当 于 在 求 函 数 f(x) 的 不 
定 积分 , 即 式 (6-8) 的 通 解 为 


y= | rodz+c (6-9) 


例 6-3 求 微分 方程 y 二 sin x 十 2x 的 通 解 . 
解 : 此 为 直接 可 积分 方程 , 由 公式 (6-9), 可 得 方程 通 解 为 
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y = | (sinz+2r)drtC = gs 十 区 


6.2.2 变量 可 分 离 方程 


当 式 (6-7) 右 端 二 元 函数 FCz,，y) 王 MGCz)NCy)， 此 时 式 (6-7) 
形 如 
欠 一 MGz)NCy)， (6-10) 
其 中 MGz)，N(Cy) 均 是 连续 函数 . 我 们 称 式 (6-10) 为 变量 可 分 
离 方程 . 由 3.4 节 中 介绍 的 函数 可 微 的 概念 , 将 函数 的 导数 称 
为 微 商 , 化 式 (6-10) 为 


dy MNGY), 
dz 


当 N(y) 才 0 时 , 进而 将 上 式 变量 分 离 , 写成 


= MGCz)dz. 6-11) 
J 


由 于 M(xz), N(y) 均 是 连续 函数 , 式 (6-11) 两 端 积分 ， 
得 到 


| 起 一 | Mcar 区: 


NCOy) 
记 G(y) 与 FCz) 分 别 是 AL 和 M(z) 的 原 函数 ， 于 是 有 
G(y) = F(z)+C. (6-12) 


这 样 , 我 们 得 到 一 个 联系 自 变 量 z+、 未 知 函 数 y 和 任意 常 
数 C 的 恒等式 (6-12), 我 们 称 式 (6-12) 为 微分 方程 (6-10) 的 隐 
式 通 解 或 通 积 

例 6-4 求 微 分 方程 性 一 ze 的 通 解 . 

解 : 此 为 变量 可 分 离 方程 , 其 中 MCz) 王 zz，NCy) 一 e 7. 
变量 分 离 后 得 

erdy 一 Zdz， 
两 端 积分 , 即 


| = dy = | zdz+cC， 
进而 


L102 


=$+C. 

由 上 式 可 进一步 求 得 方程 通 解 为 
y 王 In (s+c}. 

例 6-5 求 微分 方程 

dy 是 有 本 

I | (6-13) 
的 通 解 , 其 中 函数 f 连续 . 

解 : 令 坟 = 之 , 则 y=zu， wz 至， 化 原 方程 为 
二 Es 


& 十 工 = 


即 
还 = —u. 
此 为 变量 可 分 离 方程 , 变量 分 离 后 积分 得 
du 
Fu) —m 


记 GCo) 为 7 的 一 个 原 函 数 ， 则 可 得 隐 式 通 解 为 


=| 工 dz+c 
vw 


GCo) 一 ln |zx|+C. 


代入 i 得 到 原 方程 隐 式 通 解 为 


6[¥)=m je]4G 
通常 ,微分 方程 (6-13) 也 称 为 齐 次 微分 方程 . 
6.2.3 一 阶 线性 微分 方程 
当 式 (6-7) 右 端 二 元 函数 F(z, y) 二 P(r)y 十 Q(x), 此 时 式 
(6-7) 形 如 
y = PCz)y 十 QCz)， (6-14) 


其 中 P(x), Q(z) 均 是 连续 函数 . 我 们 称 式 (6-14) 为 一 阶 线性 
微分 方程 . 由 常数 变易 法 , 这 里 我 们 不 加 证 明 地 给 出 式 (6-14) 
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的 通 解 为 
y = Celro 十 slow | QCz) Elrodr, (6-15) 


例 6-6 求 微 分 方程 y 二 2xy 十 e” 的 通 解 . 
解 : 此 为 一 阶 微分 方程 , 其 中 P(r) 二 2+, Q(Cz) 一 e ,由 公 
式 (6-15), 得 方程 通 解 为 


3 王 C el 2rd 十 ee ee 。 cr- dz = Cer 十 zez . 


习题 6-2 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 


(1) y =cos x—z’} (2) y = V1—2z; 
(3) y =e™?; (4) y =y V1—z’; 


(5 yy =z; 
(6) cos zsin ydz 一 sin zcos ydy 一 0. 
2. 求 下 列 齐 次 微分 方程 的 通 解 : 


2 

rs Ps 
(1y'y ln; (2)y 了 EF 
fa f= 省 也 
C6323 i (4) y 十 tan 一 


(5) (z+y)y 一 2z75 Vey sa 和 一 zy 和 


dz 
3. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 通 解 : 


(1) y =—yte™; (2) yytz’s 
(3) y 十 3y 一 2; (4) zy +y=zxe’; 

/ ee 1 YSinz 
(5)y 十 2zy 一 4z; Co 4 


4. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 条 件 的 特 解 : 
(Dy =my, yO (WD y=yy—1), 0=1 


a 


(3) = yD=2; (4) y ey 


sy(1)=1; 


103| 


|"o4 


(5) y 一 ytanz 一 secrz，y(0) 一 0; 
(6) zy +y=3, y(1)=0. 
5. 求 一 曲线 方程 , 这 一 曲线 过 原点 , 并 且 它 在 点 (x, y) 处 
的 斜率 等 于 z 十 y. 
6. 求 一 曲线 方程 , 这 一 曲线 过 点 (1, 2), 并 且 其 上 任 一 点 
处 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 等 于 切 点 的 横 坐 标 . 


6.3 几 种 常见 二 阶 微分 方程 


二 阶 微分 方程 的 隐 式 表达 式 为 
Flz, y, yy) 一 0， (6-16) 
同 理 , 而 若 能 将 y 从 式 (6-16) 解 出 , 则 得 到 二 阶 微分 方程 的 显 式 表 
达 式 
学 A Ws (6-17) 
本 节 针 对 式 (6-17) 中 右 端 函数 f(z,y, y ) 取 不 同形 式 , 将 
给 出 几 种 特殊 类 型 的 二 阶 微分 方程 并 讨论 其 相应 解法 . 
6.3.1 直接 可 积分 方程 
当 式 (6-17) 右 端 函数 F(z，y，y) 不 含 > 与 时 , 即 式 (6-17) 
退化 为 
.= fs (6-18) 
其 中 f(x) 是 连续 函数 . 我 们 称 式 (6-18) 为 直接 可 积分 方程 . 对 
式 (6-18) 两 端 取 一 次 不 定 积分 , 得 
= | rodz+ci $ 
再 对 上 式 两 端 取 一 次 不 定 积分 , 得 微分 方程 (6-18) 的 通 解 为 
y =| [| jz)dz] dz 十 Ciz 十 C:. (6-19) 
例 6-7 求 微分 方程 y==x? 的 通 解 . 
解 : 此 为 直接 可 积分 方程 . 方程 两 端 先 去 一 次 不 定 积分 , 得 
y = [zdr Th 


3 
立 

上 Ci， 
学 
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对 上 式 两 端 再 取 一 次 不 定 积分 , 即 得 原 方程 通 解 为 
y=|(S + ] drt 于 +0x+O 
6.3.2 y= 二 f(x, yy ) 型 微分 方程 


当 式 (6-17) 右 端 函数 f(x, y, yy) 不 含 y 时 , 即 式 (6-17) 退 
化 为 


y= f(x,y), (6-20) 
令 y =z, 则 =z', 化 方程 (6-20) 为 
z=f(r, z)， 


这 是 一 个 关于 自 变 量 x 和 未 知 函 数 z 的 一 阶 微分 方程 , 如果 能 
求 出 它 的 通 解 为 
z=g(zx, C1), 
由 y’ 二 zx, 我 们 又 得 到 一 个 一 阶 微分 方程 
y=g(r;, C1), 
上 式 两 端 积 分 , 即 得 微分 方程 (6-20) 的 通 解 为 
一 | se， GY dr Cs. (6-21) 


例 6-8 求 微 分 方程 Y= 二 y ?十 1 的 通 解 . 
解 : 令 y 一 >, 则 =z ,化 原 方程 为 
z 二 x? 十 1， 
此 为 一 阶 变量 可 分 离 方程 , 变量 分 离 后 得 


dz 
| 


对 上 式 两 端 积分 , 得 

arctan zx 二 Zz 十 C1， 
从 而 

z 一 tan (x 二 C1), 
由 y 二 x, 此 即 

y =tan (z 十 Cl) ， 
上 式 两 端 积 分 , 得 原 方程 通 解 为 


y = tan (z 十 Cu)dz 十 C: 一 一 ln |cos (z 十 Ci)| 十 C:. 


[ioe 


6.3.3 二 阶 常 系 数 线 性 齐 次 微分 方程 


当 式 (6-17) 右 端 函 数 f(x, y, y= 二 py 十 qy 时 , 即 式 (6-17) 转 
化 为 
y=py tqy, (6-22) 
其 中 p,g 为 实 常数 . 我 们 称 式 (6-22) 为 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微 
分 方程 , 称 一 元 二 次 方程 
r=pr++g (6-23) 
为 与 微分 方程 (6-22) 对 应 的 特征 方程 ,其 根 称 为 特征 根 . 按照 
表 6-1, 我 们 不 加 证 明 地 给 出 微分 方程 (6-22) 的 通 解 . 
表 6-1 
ns rs 的 形式 (rm ， m 为 特征 方程 (6-23) 的 两 个 根 ) | 微分 方程 (6-22) 的 通 解 形式 


两 个 不 等 实 根 普 夭 m(A 一 大 十 4g 二 0) 3 一 Cienz 十 Czenz 
两 个 相等 实 根 i =r; (A=p? 十 4g 二 0) 3 一 (Ci 十 Coz)enz 
一 对 共 思 复数 根 (A=p? 十 4g 二 0) 

n=atiB, r=a—iB, 


y=er (Cicos Bz+ Cssin Br) 
a= 地 ， B=- 


利用 表 6-1 中 公式 , 我 们 来 求解 下 列 微 分 方程 . 
例 6-9 求 微分 方程 VY ==2y' 十 3y 的 通 解 . 
解 : 与 所 给 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
r= 二 27 十 3， 
由 求 根 公 式 , 易 求 得 产 = 一 1, xs 二 3 为 其 两 个 不 等 实 根 . 因此 
所 求 通 解 为 
一人 er 二 Ge 
例 6-10 求 微分 方程 y==2y 一 y 满足 条 件 0) 王 1, y (0)= 二 3 
的 特 解 . 
解 : 与 所 给 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
7 一 27 一 1， 
由 求 根 公式 , 易 求 得 特征 方程 有 相等 实 根 rj 二 xs 二 1. 因此 微分 
方程 通 解 为 
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y 一 (Ci 十 Caz)er， 
将 条 件 y(0) 二 1 代入 , 得 Ci 二 1, 从 而 有 
y=(1l 十 Cox)e’， 
上 式 对 工 求 导 , 得 
玉 一 Ce 十 人 十 Co 全， 
再 代入 条 件 y (0)==3, 得 Cs 二 2, 于 是 所 求 特 解 为 
y 一 (1 十 2z)er. 
例 6-11 求 微分 方程 一 一 2y 一 3y 的 通 解 . 
解 : 与 所 给 微分 方程 对 应 的 特征 方程 为 
有 一 一 2r 一 3， 
由 求 根 公式 , 易 求 得 产 王 一 1 一 2 ,rs 二 一 1 十 V2 为 其 两 个 复数 
根 . 因此 所 求 通 解 为 
y=e *(Cicos V2z 十 CzsinVZz). 


习题 6-3 


1. 求 下 列 二 阶 微分 方程 通 解 或 在 给 定 条 件 下 的 特 解 : 
(1) y =x; 
(2) 光一 ee 
(3) 光一 cos 2z, y(0)=1, y (0)=1; 
Q) y=y , yt0=1, y (O00= 1 
toy —y = 


4 
(6) = 


2. 求 下 列 二 阶 微分 方程 的 通 解 : 


(1) y —3y —4y=0; (2) y —6y +8y=0; 
(3) y —2y 十 y 一 0; (4) y=y t+6y; 
(5) y +2y’ 十 2y 一 0; (6) 多 十 4y 十 5y 一 0. 
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前 面 章节 中 我 们 研究 了 一 元 函数 及 其 微 积分 , 但 在 实际 生 
活 中 , 往往 涉及 多 个 因素 间 关 系 . 这 在 数学 上 表现 为 一 个 变量 
依赖 多 个 变量 的 情形 ,从 而 导出 多 元 函数 的 概念 及 其 微 积分 的 
问题 ,本 章 在 一 元 函数 的 基础 上 , 讨论 多 元 函数 (以 二 元 为 主 ) 
的 微分 及 其 应 用 . 


7.1 空间 曲面 及 其 方程 


本 节 从 空间 直角 坐标 系 出 发 , 介绍 空间 曲面 方程 , 并 给 出 
几 个 常见 曲面 方程 及 其 图 形 , 为 后 面 二 元 函数 的 引入 提供 直观 
的 几何 意义 . 


7.1.1 室 间 直角 坐标 系 


为 确定 空间 中 的 点 的 位 置 , 我 们 先 建立 空间 直角 坐标 系 . 

在 空间 中 取 定 一 点 O, 以 O 为 原点 作 三 条 相互 垂直 且 长 度 单 
位 相同 的 数 轴 , 分 别 叫 作 轴 ( 横 轴 )、>y 轴 ( 纵 轴 ) 和 xz 轴 ( 竖 轴 )， 
统称 坐标 轴 . 它们 构成 一 个 空间 直角 坐标 系 , 称 为 Qryx 坐标 系 ， 
点 O 叫 作 坐标 原点 . 

通常 将 z+ 轴 和 y 轴 置 于 水 平面 上 , = 轴 就 是 铅 垂 线 ， 且 它 
们 的 正 向 符合 右手 规则 ( 见 图 7-1). 由 z 轴 和 >y 轴 、y 轴 和 > 
轴 、z 轴 和 xz 轴 所 确定 的 坐标 面 分 别 叫 作 xOy 面 、yOx 面 、 
2zOz 面 . 
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图 7-1 


设 M 为 空间 的 一 点 , 过 M 作 三 个 平面 分 别 垂直 于 坐标 轴 ， 
分 别 与 zx 轴 、y 轴 、z 轴 交 于 P, Q, R 三 点 ,如 图 7-2 所 示 . 设 
这 三 点 在 相应 的 坐标 轴 上 的 坐标 依次 为 +，y，<, 我 们 称 有 序 
数组 (z，y，z) 为 点 M 的 坐标 , 记 作 M(xz, y, xz), zx,，y, = 分 别 
为 点 M 的 横 坐 标 、 纵 坐标 、 竖 坐标 . 


设 Mi(zi， 1， z1) 和 M; (x, yy2， zz ) 为 空间 中 两 点 ， 则 线 
段 MiM; 的 中 点 MCz， ys， z) 的 坐标 为 
5 十 Za 机 Vi1 tw 


KZ 


Ea 


2 Wn 
2 名 多 ” 


点 Mi 与 点 Mi 之 间 的 距离 为 
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六 


lo 


| MM; |= Vzi— xa) 二 (yi — y2) + (zi — 22)’. 
(7-2) 
特别 地 , 点 MGCz，y， xz) 与 原点 O(0, 0, 0) 的 距离 为 
IOM|= Vz’ y+. 
例如 , 点 M (5, 一 5, 2) 和 点 M2(1, 7, 一 1) 连 线 的 中 点 坐 
标 为 (3，1,， 二)， 点 M 与 点 Me 的 距离 为 


|M Me 一 W(5 一 1 区 十 (一 5 一 7)2 二 (2 十 1)5 一 /4 二 12 二 33 一 13. 
7.1.2 室 间 曲面 的 方程 


我 们 把 空间 曲面 看 成 是 具有 某 种 性 质 的 点 M(x, y, x) 

的 集合 , 用 方程 
F(z, y, 2)=0 

来 表示 , 并 称 方程 F(x, y, x) 二 0 为 曲面 的 方程 . 很 自然 地 ， 
求 曲面 的 方程 就 是 建立 曲面 上 的 点 M(xz，y, <) 的 坐标 +, y 与 
z 之 间 的 关系 式 下 (z，y，z) 一 0. 

例 7-1 已 知 点 A(2, 1, 3) 和 点 B( 一 1, 2, 4), 求 线段 AB 
的 垂直 平分 面 方程 . 

解 : 设 M(Cz，y，, =) 为 所 求 垂 直 平 分 面 上 的 任意 一 点 , 则 它 
与 A, B 等 距离 ,， 即 


IMA|=|MB|. 
利用 两 点 间距 离 公式 将 上 述 几何 条 件 用 坐标 形式 表示 为 
Got =/GCTYTG +t, 


两 边 平方 后 , 化 简 整 理 得 
6z 一 27 一 2z 十 7 一 0， 

这 就 是 所 求 的 垂直 平分 面 的 方程 . 

一 般 地 , 三 元 一 次 方程 

Ar 十 By 十 Cz 十 D==0 (A? 十 B: 十 C: 关 0) (7-3) 

表示 一 个 平面 . 

例 7-2 求 以 点 C0， 一 2, 3) 为 球 心 ,半径 为 5 的 球面 的 
方程 . 
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解 : 设 MCz，y，, z) 为 球面 上 任 一 点 , 依 题 意 , |MC| 二 V2，, 故 
|MC|1: 一 2， 
即 得 所 求 球面 方程 
人 zz 一 瑟 ? 十 (十 272 十 人 zx 一 幼 2 一 2 
一 般 地 , 以 点 CCa, b,c) 为 球 心 、 半 径 为 R 的 球面 方程 为 
(xz 一 qa? 十 (y 一 0)* 十 (z 一 c)? 二 R*( 如 图 7-3 所 示 ). 
(7-4) 


特别 地 , 球 心 在 原点 的 球面 方程 为 
x 二 yy: 十 z?= 二 R?. 


例 7-3 求 yO 面 上 的 直线 y 二 az(a 关 0) 绕 z 轴 旋 转 形成 的 圆 
锥 面 ( 如 图 7-4 所 示 ) 的 方程 . 

解 : 设 MIz，>y， x) 是 圆锥 面 上 的 任意 一 点 , 它 是 由 直线 
y 二 az 上 的 一 点 P(0, yo，z) 通 过 旋转 得 来 的 . 由 于 M, PP 两 点 
到 > 轴 的 距离 相等 , 故 |y。o| 二 Vx 十 yx， 从 而 yo 二 土 Vx 十 y?. 
因为 P(0, yo。， xz) 在 直线 y 二 az 上 ， 所 以 士 Vx? 十 y? 二 ax， 两 边 
平方 得 

22 十 只 一 02z2 ， 


这 就 是 所 求 的 圆锥 面 的 方程 . 


< 


一 条 平面 曲线 C 绕 该 平面 内 的 一 条 定 直 线 / 旋转 一 周 所 形 
成 的 曲面 叫 作 旋转 曲面 (如 图 7-5 所 示 ), 曲线 C 叫 作 旋转 曲面 
的 母线 , 定 直线 / 叫 作 旋转 曲面 的 旋转 轴 ( 简 称 轴 ). 例 7-3 中 
的 圆锥 面 就 是 一 个 旋转 曲面 , 其 母线 为 yOz 面 的 直线 y 二 ax， 
旋转 轴 为 x 轴 . 


例 7-4 方程 xz? 十 y* 二 9 在 空间 中 表示 什么 曲面 ? 
解 : 在 zxOy 面 上 , 方程 x? 十 y:= 二 9 表示 一 个 圆 . 过 该 圆 上 
任意 一 点 C(z，y, 0) 且 平行 于 = 轴 的 直线 工 上 的 每 一 点 都 满足 


[2 
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方程 x* 十 y= 二 9, 也 就 是 说 直线 工 都 在 该 曲面 上 . 故 该 曲面 可 以 
看 作 是 由 平行 于 = 轴 的 直线 工 沿 zOy 面 上 的 圆 zz 十 光一 9 移动 
形成 的 轨迹 ,这 个 曲面 称 为 圆柱 面 ( 如 图 7-6 所 示 ). 


<v 


一 条 动 直 线 工 平行 于 定 直线 , 并 沿 定 曲线 C 平 行 移动 , 动 
直线 工 形成 的 曲面 叫 作 柱 面 (如 图 7-7 所 示 ), 动 直线 工 叫 作 柱 
面 的 母线 , 定 曲线 C 叫 作 柱 面 的 准 线 . 例 7-4 中 的 圆柱 面 zx? 十 y 
二 9 的 母线 是 平行 于 x 轴 的 直线 , 准 线 为 zxOy 面 上 的 圆 之 十 将 一 9. 


空间 曲线 可 以 看 作 两 个 曲面 的 交 线 , 两 个 曲面 F(x, y, xz) 二 0 
和 GCCz，y， xz) 二 0 的 交 线 C 的 方程 为 
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F(xs ys 2) 一 :05 
| a ee 


G(r, y, z) = 0. 
例如 , 方程 组 
2 十 办 十 只 一 4， 
ti lL 
表示 球面 与 平面 的 交 线 , 它 是 空间 的 一 个 圆 . 又 如 , 方程 组 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di 一 0， 
A:z 十 Bzy 十 Czz 十 Dz: 一 0. 
表示 的 是 两 个 平面 的 交 线 , 这 是 空间 直线 的 一 般 方程 . 


A1 B: OA 
(中 BB’ 已 丰 全 相等 ) 


7.1.3 几 种 常见 的 曲面 
下 面 , 我 们 直接 给 出 几 种 常见 曲面 方程 及 其 图 形 , 例如 ， 


方程 
2 2 
二 大 多 (7-6) 
表示 的 曲面 叫 作 椭圆 锥 面 (如 图 7-8 所 示 ), 特别 地 , 方程 之 一 
A(Czz 十 %)(A 二 0) 表 示 圆 锥 面 . 
方程 
于 和 + 芝 一 1 -7) 
a b 内 


[4 
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表示 的 曲面 叫 作 椭 球面 (如 图 7-9 所 示 ), 球面 x 十 y* 十 x 二 a? 
就 是 其 特殊 情形 . 


图 7-9 
方程 
1 
六 三 多 (7-8) 


表示 的 曲面 叫 作 椭 圆 抛 物 面 (如 图 7-10 所 示 ), 旋转 抛物 面 > 一 
kz 十 y) (这 0) 是 其 特殊 情形 . 


另外 , 常见 的 曲面 还 有 机 圆柱 面 到 十 点 一 1, 双 曲 柱 面 忆 一 


次 =1 和 扫 物 柱 面 一 207 等 . 
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习题 7-1 


1. 方程 2x? 十 2y? 十 2z? 一 4z 一 1 二 0 和 z= 二 Zz 一 分 别 
表示 什么 曲面 ? 
2. 指出 下 列 方程 所 表示 的 曲面 : 


,Ed i 
(DD Tot:gt+7 1 (2) ts 
2 ey 
(3) gt = (4) 9 十 二 一 |， 


“3. 求 xOz 面 的 抛物 线 >= 二 1 一 x? 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 
旋转 曲面 方程 . 


7.2 二 元 函数 的 基本 概念 


本 节 从 二 元 函数 的 概念 出 发 , 给 出 二 元 函数 极限 存在 、 二 
元 函数 连续 等 定义 ,最 后 给 出 有 界 闭 区 域 上 二 元 连续 函数 的 性 
质 , 这 些 概 念 及 性 质 都 可 以 推广 到 二 元 以 上 的 多 元 函数 . 


7.2.1 二 元 函数 的 概念 


在 本 书 前 6 章 中 , 我 们 研究 的 函数 y 二 f(x)(rED) 只 有 一 
个 自 变量 , 称 为 一 元 函数 . 简单 地 说 , 这 种 函数 因 变 量 的 值 是 
随 着 一 个 自 变 量 的 值 的 变化 而 变化 的 . 下 面 , 我 们 将 函数 的 概 
念 推广 到 多 元 函数 的 情形 , 即 因 变 量 是 随 多 个 自 变 量 的 变化 而 
变化 的 . 本 章 以 二 元 函数 为 例 , 讨论 多 元 函数 的 微分 学 问题 

定义 1 设 DD 是 xOy 平面 上 的 一 个 非 空 点 集 , 如 果 对 于 任 
意 一 点 P(x, y)ED, 按照 一 个 给 定 的 对 应 法 则 六 变量 总 有 唯一 
确定 的 值 与 之 对 应 , 我 们 称 x 是 变量 x, y 的 二 元 函数 , 记 作 

z=f(zs y), (zx, 9)ED, 
或 
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(PY): PE Ds 
其 中 ,D 称 为 该 函数 的 定义 域 ( 也 记 作 Dy), xz, y 称 为 自 变量 ,> 
称 为 因 变量 . 

从 变量 的 观点 说 , 因 变 量 x 是 随 着 自 变量 x 和 y 的 变化 而 
变化 的 , 也 以 二 元 函数 f(x, y) 称 之 . 当 (x, y) 取 遍 定义 域 D 
中 的 每 个 点 , 函数 值 /(x,y) 的 全 体 构成 的 集合 叫 作 二 元 函数 
的 值 域 , 记 作 Rj, 即 

Ri:={z|z=f(zx, y), (zx, y) ED}. 
又 ,我 们 常 以 数学 算式 的 形式 来 表示 二 元 函数 . 如 z= 二 x 十 


二 de = 一 sin (zy) 等 . 除 特 别 说 明 外 , 我 们 约定 它们 


的 定义 域 是 使 算式 有 意义 的 点 的 集合 ,这 种 定义 域 又 叫 作 函 数 
的 自然 定义 域 . 

例如 ， 函数 = 一 -的 定义 域 是 Dj,={(z, y) 1z—yz#0), 
即 xOy 平面 上 除去 直线 "一 z 外 的 点 构成 的 集合 . 

又 如 , 函数 z= V1 一 x 一 yy 的 定义 域 是 Dj={(zx, y)|zx?: 十 y 
之 1) , 表示 zOy 平面 上 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 1 的 圆 域 (包括 
圆 内 和 圆周 上 的 点 )( 如 图 7-11 所 示 ). 


7-11 


我 们 把 空间 点 集 
E={(zx, y, z)|z=f(zx, y), (zx, y) ED} 
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叫 作 二 元 函数 > 二 f(z, y) 的 图 形 . 由 于 一 个 有 序数 组 (x+，y, z) 表 
示 空 间 中 的 一 点 , 因此 二 元 函数 < 二 f(x, y) 的 图 形 是 一 张 空间 曲 
面 ( 如 图 7-12 所 示 ), 它 在 xOy 面 上 的 投影 便 是 函数 的 定义 域 Dy. 

例如 , 函数 ~ 二 z+ 十 y 的 图 形 是 一 个 平面 , 其 定义 域 Dr 一 
R’, 值 域 Rj 二 (一 2, 十 oo). 

又 如 , 函数 == V1 一 zx? 一 y 的 定义 域 Dj={(zx, y)|z’: 十 y? 
过 1} 是 xOy 面 上 的 圆 域 , 值 域 R= 二 [0, 1], 函数 的 图 形 是 中 心 
在 原点 的 单位 球 的 上 半球 面 (如 图 7-13 所 示 ). 


?5S Mx, pf (x, 人) 


图 7-12 图 7-13 


7.2.2 平面 区 域 


二 元 函数 的 定义 域 是 一 个 平面 点 集 , 下 面 要 介绍 的 邻 域 和 
区 域 也 是 平面 点 集 . 

平面 zxOy 上 与 点 Po(zo，yo) 的 距离 小 于 6C>0) 的 点 PCz，y) 
的 全 体 , 称 为 点 P, 的 $ 邻 域 , 记 作 UCP。, 6), 或 简单 记 作 UCP,)， 
即 

U(P,, 0)={P||PP,|<6}) 
一 {(z，y)|VCz 一 部 十 (y 一 7 <). 

其 图 形 是 平面 上 以 Pu, 为 中 心 、8 为 半径 的 开 圆 . 从 UCP,，, 6) 
中 挖 去 中 心 Po 后 得 到 的 点 集 , 称 为 点 Po 的 空心 9 邻 域 , 记 作 
UPo, 9) 或 CCP。). 

设 DD 是 一 个 平面 点 集 , P 是 平面 上 的 一 点 . 

若 存在 点 P 的 一 个 邻 域 U(P), 使 得 UCP)CD, 则 称 点 了 
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为 点 集 DD 的 内 点 (如 图 7-14 所 示 ). 


7-14 


若 点 己 的 任何 一 个 邻 域内 既 含有 中 的 点 , 又 含有 不 属于 
万 的 点 , 则 称 点 P 为 点 集 卫 的 边界 点 (如 图 7-15 所 示 ). D 的 
边界 点 的 全 体 , 称 为 D 的 边界 , 记 作 3D. 


乡 


GGG? 


RS 


图 7-15 


若 平 面 上 点 集 DD 满足 : 

(1) D 中 的 点 全 是 其 内 点 

(2) D 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 完全 包含 在 D 中 的 折线 连接 
起 来 (如 图 7-16 所 示 ), 则 称 点 集 D 为 平面 区 域 ( 或 开 区 域 ). 开 
区 域 连同 其 边界 构成 的 点 集 , 称 为 闭 区 域 . 开 区 域 连同 其 部 分 
边界 构成 的 点 集 , 称 为 半 开 区 域 . 


7-16 


若 一 个 区 域 的 所 有 点 与 原点 的 距离 都 是 有 限 的 , 则 称 它 为 
有 界 区 域 , 否则 称 它 为 无 界 区 域 . 无 界 区 域 总 可 以 延伸 到 无 穷 
远 处 . 
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7.2.3 二 重 极限 


若 某 个 平面 区 域 包含 在 二 元 函数 x 二 f(x,y) 的 定义 域 D 
内 , 则 称 该 区 域 为 函数 的 一 个 定义 区 域 . 

定义 2 设 f(l(z, y) 在 D 上 有 定义 , 给 定点 Pu(Czo，yo)， 
P(x，, yy) 是 定义 域内 异 于 Pu 的 动 点 , 车 当 P 以 任何 方式 无 限 
接近 于 P。 时 , 对 应 的 函数 值 f(x，y) 就 无 限 接近 于 固定 常数 
工 , 则 称 当 P(z，y) 一 Pu(Czo，yo) 时 ,函数 FCz，y) 的 极限 为 工 ， 
记 作 

二 元 函数 的 极限 又 称 二 重 极限 , 是 一 元 函数 极限 的 推广 . 
有 关 一 元 函数 极限 的 运算 法 则 和 计算 方法 (单调 有 界 准则 和 洛 
必 达 法 则 除外 ), 都 可 以 类 推 到 二 重 极限 上 , 这 里 不 再 详细 罗列 . 

这 里 还 要 指出 , 不 管 P 以 任何 方式 无 限 接 近 于 Pu 时 ,函数 
值 /(x, y) 都 要 趋 于 同一 个 固定 常数 L, 这 样 才能 说 函数 f(x,y) 
的 极限 是 工 . 


例 7-5 证 明 二 重 极限 lim 王 下 不 存在 . 


W>(0, OT 
证 : 当 P(x, y) 沿 直线 y= 二 kz 趋 于 O(0, 0) 时 , 有 
1i Eh) i k 


a, es ox oy i 3+y zlim tt 1 二 +k?” 
显然 当 & 取 不 同 值 时 ， 上 述 极限 值 不 是 固定 不 变 的 常数 , 故 原 
二 重 极限 不 存在 . 

二 重 极限 采用 e-6 语言 的 严格 定义 如 下 : 
定义 2 设 f(zx, y) 在 D 上 有 定义 ， 给 定点 Po(zos yi)， 工 
为 某 个 固定 常数 . 若 对 于 任 给 的 正 数 s, 总 存在 正 数 6， 当 定义 
域内 的 点 P(xz, y) 满 足 0 二 |PPo| 过 6 时 , 总 有 
[Fw y= |< 
成 立 , 则 称 当 P(r, y) 习 Pozo， yo) 时 , 函数 f(x， y) 的 极限 为 工 . 


lim fx, =L (或 imf(P)=L). 


7.2.4 二 元 函数 连续 性 


定义 3 设 Polzo, yo) 为 函数 f(x, y) 的 定义 域 上 的 点 , 若 
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本 ,im fz y) 一 (ro，yo)， 
则 称 函 数 f(x, y) 在 点 Po(xo，yo) 处 连续 . 

若 f(z, yy) 在 区 域 D 上 任何 一 点 处 均 连 续 , 则 称 函数 f(x， 
y) 在 D 上 连续 , 或 称 f(z+, y) 是 D 上 的 连续 函数 . 

与 一 元 连续 函数 的 性 质 类 似 , 二 元 连续 函数 有 以 下 性 质 : 

性 质 1 两 个 二 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 及 复合 函数 在 
其 定义 区 域内 仍 是 连续 函数 . 

性 质 2 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 二 元 连续 函数 一 定 是 有 界 函 
数 , 且 存 在 最 小 值 和 最 大 值 . 

性 质 3 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 二 元 连续 函数 可 以 取 遍 从 最 
小 值 到 最 大 值 之 间 的 一 切 值 . 

性 质 4 二 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 . 

这 里 所 谓 的 二 元 初等 函数 , 是 指 由 一 元 初等 函数 ( 自 变 量 
是 工 或 y) 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 复合 运算 得 出 的 函数 . 由 性 
质 4 可 知 , 如 果 点 Po(xo，wyo) 在 初等 函数 FCz，y) 的 定义 区 域 
内 ， 可 以 用 代入 法 计算 二 重 极限 lim f(zx, y), 即 


zr V(r 


lim Az y)=f(xo, yo). 


例 7-6 计算 极限 a lim 27°y— V3zy ). 

解 : 本 题 可 以 利用 极限 的 运算 法 则 计算 , 这 里 利用 初等 函 
数 的 连续 性 来 解 题 . 由 于 Frz，y) 一 2z2y 一 V3zy 为 初等 函数 ， 
而 点 (3, 4) 是 其 定义 域 的 内 点 , 故 

lim (2zx’y— V3zry)=f(3, 4)=2X9X4— V3X3X4 


(zy D>(3, 4) 
一 66. 
例 7-7 计算 极限 lim 一 一 三 一. 
(rx, y) (0, 0) AMzy 十 1 一 1 
外 dim zy = i zyC Vryt+ 1+1) 
(xz, W>(0, 0) xy 1 = (zx, 30 一 (0,，0) bry ly=1 
lm <pt1 二 1 
(0, 0) 


Cry 3 一 (0， 


一 0 十 1 十 1=2. 
例 7-8 计算 极限 lim xzysin 工 . 
(x, (0, 4) Ty 


2» 
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(Cry 一 (0， 


小 之 积 仍 为 无 穷 小 , 故 


解 : 由 于 lim zy 一 0， lsin |<1, 由 于 有 界 量 与 无 穷 


: a 下 
lim zysin -一 一 0. 
《zy) 一 (0，4) Ty 


例 7-9 计算 极限 lim i 


rz 3) 一 (0, 2) XT 


Sin Zy Sin Xxy 
解 : lim lim 。 
Cr y) 一 (0,2) 并 (zy 一 (0, 2) TY 
a aiawy 。 
(zy 一 (00,2) TY 《zy (0, 2) 
一 1X2 一 2. 


最 后 我 们 指出 , 可 以 类 似 地 定义 三 元 函数 及 更 多 元 函数 ， 
并 相应 引入 极限 、 连 续 等 概念 ,本 节 关 于 二 元 函数 的 相关 结论 
都 可 以 平行 推广 到 多 元 函数 上 . 


习题 7-2 


1. 求 下 列 各 函数 的 表达 式 : 

(1) 设 f(z, y)==z? 一 2y’， 求 f(z 十 y,， Vry); 

(2) 设 f(z 十 y, z 一 y)=z? 一 4zy 一 y，, 求 f(x,y). 
2. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 : 


a 2 
(1) = 一 In (1—z?—4y’); (WW = 
zy 
La 
二 


3. 求 下 列 极限 : 
(1) lim (z+y)ln (z+e’); 


(z, 习 一 (0，1) 


R 259 
(2 a /2xy—1 三 让: 


ED 


(zy 人 一 (0，0) Ty 


|"22 
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(4) | 41 一 zy) 


(z, D>(2, 0) y 


7.3 偏 导数 与 全 微分 


本 节 讨 论 二 元 函数 的 求 导 及 微分 问题 , 要 特别 注意 其 与 一 
元 函数 求 导 及 微分 概念 的 联系 和 区 别 . 


7.3.1 二 元 函数 的 偏 导 数 


对 于 一 元 函数 y= 二 f(x)， 导数 (zo) 就 是 函数 在 zx 一 zo 处 
的 变化 率 . 在 多 元 函数 中 ， 当 某 个 自 变量 在 变化 , 而 其 他 自 变 
量 不 变化 ( 即 视 为 常量 ) 时 , 函数 关于 这 个 自 变 量 的 变化 率 叫 作 
多 元 函数 对 该 自 变 量 的 偏 导 数 . 

定义 4 设 函 数 z 二 f(r, y) 在 点 (a, 0) 的 某 邻 域内 有 定义 ， 
当 自 变量 y 保持 定 值 y 二 6, 函数 就 变 成 一 元 函数 z= 二 (x, 0)， 
该 一 元 函数 在 z+==a 处 的 导数 称 为 二 元 函数 z= 二 f(x, y) 在 点 
Ca, 5) 处 对 的 偏 导数 , 记 作 f(a, 5), 即 


lat hs bd) = Fla WD 
; 


类 似 地 ,可 定义 函数 z= 二 f(z, yy) 在 点 (a, 0) 处 对 y 的 偏 导 
数 , 记 作 f,(a, 5), 即 


fila, b) 一 lim 071-9) 


hws B+ RS Phar BY 


(7-10) 


fyla, b) = lim 
h—=0 


偏 导数 有 时 也 用 以 下 形式 的 记号 : 


gz a 
ee zz(as 0)=f,.(as b), 
BE of 

zy(a, b) {ts bY, 
9y (a:b) 9y (ay bh) 7 


车 函数 z= 二 f(x, y) 在 区 域 D 内 每 一 点 (z，y) 处 对 的 偏 
导数 都 存在 , 这 个 偏 导数 就 是 关于 zx, y 的 函数 , 则 称 它 为 函数 
z 二 f(x, 对 自 变 量 z 的 偏 导 函 数 , 记 作 大 (zx, y). 类 似 地 ,可 以 
定义 函数 > 二 f(x, y) 对 自 变 量 y 的 偏 导 函 数 , 并 记 作 f,(zx, y). 偏 
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导 函 数 简称 为 偏 导数 , 可 采用 如 下 记号 : 


az ar 


or ar 


oz 9 
-he i 


2 一 万 Cz，y)， 


9y 


从 偏 导数 的 定义 可 以 看 到 , 偏 导数 的 计算 本 质 上 是 一 元 函 
数 的 导数 的 计算 . 例如 , 求 f(z, y) 时 , 只 要 将 y 视 为 常量 而 对 
工 求 导数 ; 求 f,(x, ) 时 ,只 要 将 工 视 为 常量 而 对 > 求 导数 . 

例 7-10 设 Fz，y) 一 22 十 2zy 一 多 十 1,， 求 函 数 f(z, y) 
的 偏 导数 , 并 求 函 数 在 点 (1， 一 1) 的 偏 导数 . 

解 : 将 y 看 作 常 量 , 对 工 求 导 得 


als = 站 (z+22y 一 十 1) 
9 
Bk 
一 (2z 十 2y) 十 0 
一 2xz 十 2y。 


9 
(| 27y) a71 y) 


将 xz 看 作 常 量 , 对 > 求 导 得 


9 
ity Wa Ht2ry y+1) 


9 1 2 
By 让 
=0+(2x—25) 


=27x—2y. 


9 
1 村 a y*) 


将 (1, 一 1) 代 入 上 面 的 结果 得 到 


例 7-11 
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fi(1, —1)=(2zx+2y)|a, -一 0， 
fls —1)=(2z—29) |a, y=4. 
求 z= 二 ysin zy 的 偏 导数 . 


一 过 高 
os 下 sin Zy) 


9 a 
污 全 。 Pg 
y 37 Sin zy) y Cosxy 元 Cz2) 


=yicos zy， 


9 
zy ay CY sin Ey 
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5 er 。 
By) sin zy 十 y Be 


=2ysin zy 十 zyzcos zy。 


例 7-12 求 >=x? 的 偏 导数 . 
9 9 
解 : zai) 一 yz 1， ee 六 m 


偏 导数 的 定义 可 以 类 推 到 三 元 及 三 元 以 上 的 函数 , 其 计算 
方法 也 类 似 . 例如 ,对 于 三 元 函数 4 二 f(z，y，x)，, 求 函数 对 自 
变量 z 的 偏 导 数 wz 时 , 是 将 函数 看 成 关于 z 的 一 元 函数 对 x 
求 导数 , 而 除 z 以 外 的 其 他 自 变量 (> 和 =) 均 视 为 常量 ; 求 uu， 
时 , 是 将 函数 看 成 关于 y 的 一 元 函数 对 > 求 导数 , 而 除 y 以 外 
的 其 他 自 变 量 (z 和 <) 均 视 为 常量 ; 求 u. 时 , 是 将 函数 看 成 关 
于 x 的 一 元 函数 对 z 求 导数 , 而 除 = 以 外 的 其 他 自 变 量 (x 和 yy) 
均 视 为 常量 . 

例 7-13 求 三 元 函数 二 (zx 十 y 十 z)? 的 偏 导 数 . 

解 : 将 y, > 看 成 常量 , 则 得 

六 = 六 [+ty+t) J]=2(z+y+<)2[(z+y 十 <)] 

一 2(z 十 y 十 z)， 


由 于 所 给 函数 关于 自 变量 具有 对 称 性 , 所 以 
zy 一 zl 一 2(Zz 十 y 十 =)。 


最 后 要 指出 , 偏 导 数 的 记号 位 是 一 个 整体 记号 ,不 能 看 成 


Bk 


商 式 (参看 习题 7-3 第 5 题 ) 而 一 元 函数 的 导数 记号 9> 则 可 以 


看 成 微分 之 商 . 另外 , 顺便 指出 , 函数 在 某 点 处 存在 偏 导数 时 ， 
函数 在 该 点 处 未 必 连 续 . 


7.3.2 二 阶 偏 导 数 


例 7-14 已 知 zx 一 xz 一 2 巡天 十 z 一 2，(1) 求 z,, z,; (2) 求 二 
和 的 偏 导数 . 
9 


解 : (1) >。 37 TY 2zxy: 二 x 一 2) 二 yy 一 4ry?: 十 1， 
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二 
yy 


Zr 2 y de yy 


“a 


9 
【2 3 (y—4zry:+1)=—4y’, 
Bk 


9 
(zz)y = (y—4ry:+1)=3y’—8zry;, 


证 学 


9 
(2 F737 4z2y) 一 3 光一 8zy， 


9 
(C2) 3y C32 4x’y)=6xy—4zx’. 


从 上 面 看 到 , 函数 z= 二 f(x, y) 的 偏 导 数 f(x, y) 和 f(x， 
y) 仍 是 二 元 函数 , 可 以 继续 求 其 偏 导 数 . f(x, y) 和 f(x, y) 
的 偏 导数 叫 作 函数 > 二 f(z, y) 的 二 阶 偏 导数 , 依 求 导 次 序 的 不 
同 , 共有 以 下 四 个 : (zz):，(zz),，(z,)z 及 (z,),， 也 可 采用 下 


面 的 记号 : 
qz_ gf 
(gas = = fs pr 
dew 
(zs)y—z» = fs axzay xay’ 
D2v 了 了 
Le 
gz __92 
(zy)s—zy = fy = 一 也 
浊 


其 中 ,xs 和 >xv 又 称 为 二 阶 混 合 偏 导数 . 类 似 地 ,可 以 定义 
更 高 阶 的 偏 导数 , 并 引入 相应 的 记号 . 计算 高 阶 偏 导 数 时 , 采 
用 从 低 阶 到 高 阶 逐 阶 求 导 的 方法 . 

例 7-15 求 函 数 >=sin (2z 十 y) 的 所 有 二 阶 偏 导 数 及 三 阶 
偏 导数 zx,. 

解 : 先 计算 一 阶 偏 导数 


9 
5 一 元 [sin (2z 十 y)] 一 cos (2z 十 y)。(2z 十 y)。 


=2 cos (Lr y)s 


欧 =F Lsin (2z 十 y] CO8:(27+ 9 (LF Dy 


一 cos (2z 十 y). 
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再 依次 计算 二 阶 、 三 阶 偏 导数 


9 
己 要 一 区 [2cos (2%y)] 


一 2。 2 Leos (2z 十 y)] 
9 工 


一 2。[ 一 sn (2z 十 y)]。(2z 十 y)。 
一 一 4sin (2z 十 y)， 


9 
By =ayL2cos (2z 二 yy)] 


一 2。 [cos (2zy)] 
sy 


一 2。[ 一 sin (2z 十 y)]。(2z 十 y)， 
一 一 2sin (2z 十 y)， 


9 
Wg 一 元 [cos (2z 十 y)] 


一 一 sin (2z 十 y)。(2z 十 y)。 
二 一 2sin (2z 十 y)， 


ss = 六 [eos (2z 十 y)] 


=—sSin(2w+y) = (2s ys 
二 一 sin (2z 十 y)， 


9 
Ya (va) sl 4sin (2wT 3)] 


一 一 4cos (2z 十 y)。(2z 十 y)， 


一 一 4cos (22 十 ) 
从 上 面 的 两 个 例子 我 们 发 现 xs 二 z,:， 事实 上 如 果 z,, 和 
zw 在 区 域 D 内 连续 , 那么 xw 王 xx。 更 一 般 地 说 , 高 阶 混合 偏 
导数 在 其 连续 的 条 件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 . 


7.3.3 全 微分 
定义 5 车 函数 z= 二 f(r, y) 在 点 (a, 5) 处 的 全 增 量 Az 一 


Ja 二 Ar, 6 十 Ay) 一 f(a, 0) 可 以 分 解 为 Az 二 AAzr 十 BAy 十 aAz 十 
BAy;, 其 中 A, B 与 Ar, Ay 无关， lim a= lim ,一 0， 则 称 


(Ar,Ay)—(0,0) (Ar,Ay)—(0,0) 
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函数 > 二 f(r, y) 在 点 (a, 5) 处 可 微分 (简称 可 微 ), 记 dz 二 AAzr 十 
BAy, 称 由 为 函数 < 二 f(x, y) 在 点 (a, 5) 处 的 全 微分 . 
若 函 数 二 f(z, y) 在 区 域 D 内 每 一 点 均 可 微 , 则 称 x 二 
f(z, y) 在 区 域 D 内 可 微 . 
定理 1( 可 微 的 充分 条 件 ) 车 < 二 f(x, y) 在 点 (x, yy) 处 具 
连续 偏 导数 , 则 z= 二 f(z, y) 在 点 (zx, y) 处 可 微 . 
定理 2( 可 微 的 必要 条 件 ) 若 > 一 zy) 在 点 (z，y) 处 可 
微 , 则 : 
(1) zx 一 Frz，y) 在 点 (z，y) 处 连续 ; 
(2) z 二 f(x, yy) 在 点 (zx, y) 处 的 偏 导 数 z: 和 xz, 均 存在 , 并 
且 有 全 微分 计算 公式 
Ay | By AY C7=113 
习惯 上 , 自 变量 的 增 量 Ax 和 Ay 也 分 别 记 作 dz 和 dy, 并 
分 别称 为 自 变量 的 微分 , 于 是 全 微分 计算 公式 又 常 写成 
z 一 zzdz 十 zydy。 (7-12) 
这 个 公式 也 是 一 元 函数 的 微分 公式 dy= 广 Cz)dz 的 推广 . 
求全 微分 的 关键 是 计算 两 个 偏 导数 >, 和 >v. 
例 7-16 求 函 数 z 二 XY 一 Xx?y 的 全 微分 . 
解 : 先 计算 偏 导数 


Zs—=(ry xy) =y—2ry, 


zy),=2zry—x’, 
从 而 有 
dz=zdzx 二 Tz,dy=(y:—2zxy)dz+ (2zry—zx’)dy. 


例 7-17 求 丽 数 < 一 人 在 点 (1， 一 ]) 处 的 全 微分 . 


解 : 由 于 
) 多 (天 ] Dw 
~ lg 
所 以 
入 2 
dz 一 zzdz 十 zydy 一 一 4z 一 二 d 
y T ye 至 


2 
一 一 (ydz 一 zdy)， 
y 六 水 
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从 而 
dz|u, -一 2( 一 dz 一 dy) 一 一 2(dz 十 dy). 

以 上 关于 二 元 函数 全 微分 的 定义 、 定 理 及 计算 公式 可 以 类 
推 到 多 元 函数 . 例如 对 于 三 元 函数 二 f(z，y，x), 若 函 数 可 
微 , 则 有 全 微分 公式 

dx 一 xzdzr 十 zydy 十 zx-dz. 

最 后 指出 ,多 元 函数 偏 导数 存在 并 不 能 保证 函数 可 微 , 这 

与 一 元 函数 是 有 区 别 的 (一 元 函数 可 微 与 可 导 是 等 价 的 ). 


习题 7-3 


1. 求 下 列 各 函数 的 偏 导数 : 


(1) z 一 zy 一 工 723 (2) =008 (0223 

(3) z=7x?:e”™?; (4) z 一 zsin (zt2y); 

(5) z 一 (1 十 z)7; (6) 2 一 十 ye 十 <， 
2. 求 下 列 各 函数 的 二 阶 偏 导数 : 

(1) = 一 3z2y 十 zys; (2) z 一 ye 3; 

(3) z 一 es ?3 (4) z 一 Zln (zy). 


el 9s zt0s: 一人) 
ly — 1 
4. 求 下 列 各 函数 的 全 微分 : 


(1) z=zx’?y+y; 
(2) < 一 (y 十 1)er; 
= 

{3% a 


(4) z==In (有 十 十 ]) 在 点 (1, 2) 处 . 


“5. 设 z 一 zy 二 0, 证 明 : 2 一 不 
oar 9y dz 


7.4 链 式 法 则 及 隐 范 数 求 导 


复合 函数 求 导 法 则 在 一 元 函数 微分 学 中 有 着 重要 的 地 位 ， 
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本 节 将 把 它 推广 到 多 元 复合 函数 求 导 的 情形 . 
7.4.1 链 式 法 则 


设 由 函数 > 一 /xy 要 与 v 一 wz，y)，u 一 wz，y) 复 合 得 到 复合 

函数 
z=f[u(z, y), v(r, y)], 

我 们 把 函数 == 了 flu, 叫 作 复合 函数 的 外 函数 , 函数 wx 一 xz， 和 
2 一 2Cz，y) 叫 作 复 合 函 数 的 内 函数 , 其 中 w, v 叫 作 中 间 变 量 , x，y 
叫 作 自 变量 , x 是 因 变量 . 这 个 复合 关系 可 以 用 函数 结构 图 (如 
图 7-17 所 示 ) 表 示 . 

定理 3( 链 式 法 则 ) ” 若 内 函数 二 u(x，y),v 王 v(x, y) 在 点 
(zx， 多) 处 偏 导数 都 存在 , 而 外 函数 < 三 了 (u,v) 在 对 应 点 (u, 如 处 具 

Oz 1 gx 


有 连续 偏 导数 和 二 ， 则 复合 函数 = FLx(z，y)，zCz，y)] 在 点 
(x，y) 处 的 偏 导 数 存 在 , 且 有 求 导 公 式 


gz gz gu az an 


Br Bs Br By dr 
(7-13) 


az gz gu ax au 


ay ax ay az ay 
以 上 公式 可 以 用 下 列 方法 来 记忆 : 首先 画 出 复合 函数 结构 
图 , 如 要 求 = 对 > 的 偏 导数 2， 就 找 出 因 变 量 = 通过 中 间 变量 
到 达 自 变量 zx 的 所 有 路 径 ( 如 图 7-18 所 示 ), 这 里 共有 两 条 : 一 
条 是 =_>uw_>z， 另 一 条 是 =_>v >z, 将 每 条 路 径 上 对 应 的 偏 导数 


分 别 相 乘 ， 就 得 到 3， 5 和 空 ， 和， 然后 将 它们 相 加 就 得 到 公 


ar” ”am 


式 卫 一 宅 。 江 十 萱 。 光 .类似 地 ,可 以 分 析 第 二 个 公式 . 


ar du ar an 


<.X, <.X, 


TI7 图 7-18 


总 之 , 复合 函数 对 某 个 自 变 量 求 偏 导数 时 ,中间 变量 有 几 
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个 , 偏 导数 的 计算 公式 中 就 有 几 项 相 加 ,其 中 的 每 一 项 都 是 因 
变量 对 中 间 变 量 的 偏 导数 与 中 间 变 量 对 该 自 变量 的 偏 导数 的 乘 
积 形式 . 因此 , 该 求 导 法 则 也 形象 地 叫 作 链 式 法 则 , 并 且 这 种 
通过 函数 结构 图 来 直接 得 出 复合 函数 的 求 导 公 式 的 方法 具有 一 
般 性 , 在 下 面 讨论 的 各 种 情形 中 都 可 以 用 这 种 方法 来 帮助 记忆 
公式 . 

(1) 若 = 一 Fu 起 可 微 , 且 函 数 一 wz，y)，v 一 wzCz，y)， 
zw 一 z(z，y) 的 偏 导数 都 存在 , 则 如 图 7- 19 所 示 , 其 求 导 公式 如 下 


dz dz du dd% gac dw 


de Di dn de do da Bn 
(7-14) 


gz gz du ,dz dy |, gz gw 


ay au ay dv ay amw ay 


v 
w 


图 7-19 


(2) 车 z= 二 fl(u, v) 可 微 , 且 函 数 妈 =u(x), v= 二 v(x) 均 可 
导 , 则 复合 函数 z= 二 f[u(z) ,v(x)] 就 是 关于 x 的 一 元 函数 , 故 


dz_9z . du,9z, dv 
dr qu dr go dz 


这 时 ,= 对 zz 的 导数 又 称 为 全 导数 (如 图 7-20 所 示 ). 


Eh 


7-20 


G7-185) 


例 7-18 设 z=ulnw, 一 3z 一 2y, vv 一 3z 十 2y, 求 偏 导数 = 
和 z,. 


解 : zx, 二 (uln v),=lnv, z,= (uln v), 


Uz = 3 Uy 2, Vz—=3, vy=2. 
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由 公式 (7-13), 可 得 


二 lnv* 3 十。3 
vv 


3(3z 一 2y) 


E 十 3ln (3z 十 2y)， 


一 红 3z 一 2y) 


Ba 2ln (3z 十 22)， 


例 7-19 设 z=e*t’, wu==sinx, v= 二 cos 工 ， 求全 导数 4。 


Ax qz u dv 
立 +u OZ utv 2 
2 e” COS 工 sinz 
解 元 和 :ye ,dx ， 


由 函数 的 复合 结构 图 (如 图 7-20 所 示 ), 可 得 


dz gz ,du az 。 dz 一 set 
dr du dr gm dz 


cos 工 十 es "( 一 Sin x) 


一 esz+oer(cos 雹 一 Sin 工 )。 


例 7-20 设 = 一 zy 十 sin t，z 一 ee，y 一 cos t， 求全 导数 从 


9z 9x 9x 
解 : 演 yy， 观 Ws a cost, 下 er， 下 sint, 


由 函数 的 复合 结构 图 (如 图 7-21 所 示 ), 可 得 


dz_oz .dz 9z .dy 9z .全 
dt ar dt 9y dt ar dt 


=y* ez* (—sint)+cost*1 
一 etcost 一 ersint 十 cost 


=e'(cost—sint)cost. 


u 


[az 
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注 : 这 里 企 是 表示 复合 后 的 函数 = 一 ceosz 十 siny 对 自 变量 


:的 导数 ,而 全 则 是 表示 外 函数 = 一 zy 十 sin (三 元 函数 ) 对 中 间 


变量 1 的 偏 导 数 . 
例 7-21 设 z=f(zx 十 y, x 一 y), 其 中 ff 具 有 二 阶 连续 偏 


导数 ， 求 六 及 -2 


gr azoy 
分 析 : 该 复合 函数 可 以 看 成 由 外 函数 < 二 A(u, wv) 和 内 函数 
u 二 x 十 y,，v 二 + 一 y 复 合 而 成 的 . 为 表达 简便 , 我 们 引入 记号 
f1=f,， f=f,， 
其 中 的 下 标 i(i 二 1, 2) 表 示 /对 第 i 个 变量 求 偏 导 数 . 类 似 地 ,有 


记号 


fu= fu» f= fa. 
注意 到 广 二 fu(u, v),， /4 二 fw (u,v) 依 然 是 复合 函数 ,并 
且 广 , 信 和 原来 函数 了 的 复合 关系 结构 图 类 似 ( 如 图 7-22 所 


示 ). 
u x u x u 六 
f (uv) 《 x fl(wv) 《 x Med 注 
v 了 v ba v 区 


7-22 


解 : 由 公式 (7-13) ,可 得 


gx 


FF fi “Ca yy fz sa—a ms 
再 由 函数 的 复合 结构 图 7-22, 可 得 


了 
Bes tt te 


一 人 at Dt fi teal 
+[Lfa* (zt+y)y+fa* (r—y),] 
=(fu—f1)+(fa— fz) 
= fn— fa. 
注 : 这 里 利用 了 f%= fa. 
例 7-22 设 z==zx 十 p(x 十 y), 其 中 yg 具有 二 阶 连续 导数 ， 
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z 及 9 
oar 9r9y 
ax 
解 : 光一 1 十 9 。(z 十 y)= 一 1 十 9 ， 
g2z a 六 , 
roy a to PH (rty), = 


7.4.2 隐 函 数 求 导 

一 般 地 说 , 方程 F(x, y)==0 在 一 定 条 件 下 可 以 确定 一 个 隐 范 
数 y 二 f(x), 如果 我 们 可 以 从 方程 中 解 出 >( 用 变量 z 来 具体 表示 )， 
这 样 隐 函 数 就 可 以 化 成 显 函 数 . 类 似 地 , 方程 F(x, y, zx) 一 0 在 一 
定 条 件 下 可 以 确定 一 个 二 元 隐 函 数 z= 二 f(x，, y). 

在 隐 函 数 存 在 且 具 有 连续 导数 (或 偏 导数 ) 的 条 件 下 , 我 们 
来 推导 利用 偏 导 数 计算 隐 函 数 导数 的 公式 . 

1. 由 方程 F(x, y)==0 所 确定 的 隐 函 数 y= 二 f(x) 的 求 导 公式 

将 y= 二 f(z) 代 入 方程 中 得 到 恒等式 F(x, f(x)) 三 0, 注意 
方程 左边 的 函数 F(z， f(x)) 是 一 个 复合 函数 , 其 复合 结构 如 


图 7-23 所 示 . 
nk > 各 


图 7-23 


如 果 下 ,了 关 0, 由 恒等式 F(x， f(x)) 三 0 两 边 对 工 求 导 得 


Rh 
dx 

因此 

dgy__ FF a 

a (7-16) 

例 7-23 设 方程 xz? 十 x 十 y 二 y? 确定 隐 函 数 y 二 f(x), 求 

ddy 
da 


解 : 令 F(x, y)==z 十 x 十 y 一 y， 则 
机 一 天 和 也 1 一 二 
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所 以 , 由 公式 (7-16), 可 得 
dy Fs 2 2 
dz Bb, 1—2y 2 一 1 


dy_ d (2z 十 1) 
dz2 dz 2 一 1 
(z+1) Cy—1)—(2za+1) 25— 
(2y—1E 
2(2y 一 1) 一 (2 十 1)。2y/ 
(2y—1)? 
“El 
ag 一 人 这 本 昌 Bye 
(25—1)? 
_ 2[(2y—1)2—(2z+1)*|] 8(Cy+x)(y—z—1) 
(2y—1)3 (2y—1)3 


2. 由 方程 F(x, y, xz) 一 0 所 确定 的 隐 函 数 <= 二 f(x, y) 的 求 导 公 式 

将 z= 了 (x, yy) 代入 方程 中 得 到 恒等式 F(x, y, f(x, y)) 夺 0， 
注意 方程 左边 的 函数 下 (x, y, f(x, y)) 是 一 个 复合 函数 , 其 复 
合 结 构 如 图 7-24 所 示 . 


» 


F(x, y, 2) 时 


图 7-24 
如 果 下 . 隆 0, 由 恒等式 (z+, y, f(x, y)) 二 0 两 边 分 别 对 


和 对 y 求 偏 导 数 得 
这 ,二 半 这 上 0 
9 并 


Fs 0+F,*1+F.. 32 一 0， 
3 9y 


可 得 
gz BB 月 
元 FE: By me Qs= 


例 7-24 设 方程 zz 十 一 2x* = 二 2 确定 隐 函 数 z= 二 f(x, y), 求 


zz zy 和 zy. 
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解 : 令 F(zx, y, z)== 式 十 y 一 2z’ 一 2， 则 
F,=2zx, F,=2y, F.=—4z, 
从 而 由 公式 (7-17) ,可 得 


习题 7-4 


1. 设 = 一 x 吧 ,而 xx 一 sinz，v 一 cosz， 求 至 

1 汪汪 dz 
2. 设 z=e” ,而 z=2t3, y 二 31?， a 

3. 设 z=ln (er 十 y), 而 z==uv, y= 二 u 一 v，, 求 zz, 与 =。。 

4. 设 = 一 esin wu， u 二 Xx? ,vw 二 XZ 十 y, 求 zz 与 = 

5. 求 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导数 , 其 中 f 具有 一 阶 连续 偏 导 
数 , g 具有 连续 导数 : 

(1) z=f(e*t”, zx—y); 


(3) z=7z9(z y). 
6. 设 z==f(zx 十 2y,， x 一 y),， ff 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 求 


SR 


7. 设 2zy 十 2z 十 y 一 1， 求 们 


8. 设 ze 一 2 ， 求 斩 和 9 六. 

9. 设 zyz 十 z 十 y 一 = 一 0 , 求 zs， zz). 

10. 设 zz 一 yz 二 1 , 求 z,，z, 和 zw- 

11. 设 一 > 一 zp(z)，p 具有 连续 导数 , 求 =- ，zy. 


[ae 
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7.5 多 元 函数 极 值 


与 一 元 函数 的 情形 类 似 , 多 元 函数 的 极 值 问题 是 多 元 函数 
微分 学 的 重要 应 用 . 本 节 以 二 元 函数 为 例 , 先 讨论 二 元 函数 极 
值 , 再 讨论 有 界 闭 区 域 上 二 元 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 问 
题 , 最 后 研究 二 元 函数 的 条 件 极 值 . 


7.5.1 二 元 函数 的 极 值 


定义 6 设 函 数 z= 二 f(x, y) 在 点 Pu(Ce, 0 的 某 邻 域 UCP。) 
内 有 定义 . 车 对 于 任意 一 点 P(x, y)EUDU(Po) 总 有 f(x, y) 二 
f(a 0)， 则 称 f(a, 5) 是 函数 z= 二 f(z, y) 的 极 大 值 , 并 称 点 
(a, 0) 为 函数 的 极 大 值 点 ; 若 对 于 任意 一 点 P(x, y) EUCP。) 
总 有 f(r, y) 二 Fa, 0), 则 称 Fa, 0 是 函数 >=FCz，y) 的 极 
小 值 , 并 称 点 Ca, 0) 为 函数 的 极 小 值 点 . 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 , 极 大 值 点 与 极 小 值 点 

例如 , 函数 z= 二 xz? 十 y 十 1 在 点 O(0, 0) 处 取得 极 小 值 
z(0,，0) 二 1( 如 图 7-25 所 示 ); 而 函数 z= 二 2 一 Vz 十 在 点 OC0， 
0) 处 取得 极 大 值 >-(0, 0) 王 2( 如 图 7-26 所 示 ); 但 函数 > 一 zy 在 
点 OC(0, 0) 处 不 能 取得 极 值 , 这 是 因为 在 点 O(0, 0) 处 函数 值 为 
零 , 而 在 点 O 的 任意 一 个 邻 域 内 总 可 找到 正 的 和 负 的 函数 值 . 


图 7-25 图 7-26 
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定理 4( 极 值 的 必要 条 件 ) 若 函 数 z= 二 f(x, y) 在 点 (a, 5) 
处 取得 极 值 , 且 在 该 点 处 的 偏 导数 都 存在 , 则 有 
让 (os 大 一 0 fyba, WD—0, 
同时 成 立 . 
使 函数 的 各 偏 导数 同时 为 0 的 点 , 称 为 函数 的 驻 点 . 若 求 
函数 z 二 f(x, yy) 的 驻 点 , 只 要 通过 求解 方程 组 
fi(x, y) = 0, 
bie, = 


(7=18) 


即 可 . 

定理 4 指出 , 偏 导数 存在 的 函数 的 极 值 点 必然 是 函数 的 驻 点 . 
如 函数 > 一 之 十 交 十 1 在 极 小 值 点 (0, 0) 处 , z,(0, 0) 一 =,(0,，0) 一 0， 
这 时 极 小 值 点 (0, 0) 也 是 函数 的 驻 点 . 我 们 还 要 指出 ,函数 的 极 值 
点 也 可 能 偏 导数 不 存在 , 如 函数 < 二 2 一 Vz 十 在 极 大 值 点 (0, 0) 
处 的 两 个 偏 导数 都 不 存在 . 

但 是 ,函数 的 驻 点 和 偏 导 数 不 存 在 的 点 也 不 一 定 是 函数 的 极 
值 点 . 

定理 5( 极 值 的 充分 条 件 ) 设 函 数 >=Fz，y) 在 点 (C，0) 
的 某 邻 域内 具有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 f(a, 5)==0, f,(a, 0) 一 
0( 即 点 (a, 5) 为 函数 的 驻 点 ), 记 
fu= fs 
fs fy 


= as Wotas DB—/htns bs 


则 : 

(1) 当 A>0 时 , f(a, 5b) 是 函数 z= 二 f(z, y) 的 极 值 , 且 
Ca, 0) 二 0 时 Fa, 5) 为 极 小 值 ， f(a, 5) 二 0 时 f(a, 5) 为 
极 大 值 ; 

(2) 当 A<<0 时 ，F(a, 5) 不 是 函数 > 二 f(x, y) 的 极 值 ; 

(3) 当 A=0 时 , f(a, 5) 是 否 为 函数 z= 二 f(x， y) 的 极 值 ， 
需 另 外 判别 . 

例 7-25 求 函 数 > 一 己 一 3zy 一 多 十 1 的 极 值 . 

解 : 令 
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求 得 驻 点 (0, 0) 和 (一 1, 1). 由 于 zs 二 6x, zy 二 一 3, zw 二 一 6y， 
因此 


芭 一 时 =zxzw z=—36ry—9, 
一 TI ~ 
列表 分 析 如 下 : 
驻 点 A=—36xy—9 xu =6x 极 值 情况 
(0, 0) A=—9<0 zzr =0 无 极 值 
一 外 的 A=27>0 zx =—6<0 极 大 值 z( 一 1, 1) 一 2 


因此 ,函数 在 点 (一 1，1) 处 取得 极 大 值 (一 1, 1) 二 2. 
例 7-26 求 函数 =er(z 十 % 十 1) 的 极 值 . 
解 : 容易 计算 z, 二 er (zx 十 y 十 1) 十 ee 二 e@ (zx 十 YY 十 2), zz, 二 
2yer, 令 
zz 一 er(z 十 只 十 2) 一 0， 
z=2ye’=0s 
解 得 驻 点 (一 2, 0). 由 于 zx = 二 e* (x 十 y? 十 3), zw 二 2ye”, zyw 一 
2e*, 因此 , 在 驻 点 (一 2, 0) 处 
A=zuzy zs =e :* 2e 一 0 一 2e ‘>0, Hz,=e :>0, 
所 以 ,函数 在 点 (一 2, 0) 处 取得 极 小 值 x( 一 2，0) 一 一 e. 
一 般 地 , 求 二 元 函数 x 二 了 f(x,y) 的 极 值 的 步骤 如 下 : 
(1) 求 出 函数 的 所 有 一 阶 、 二 阶 偏 导数 ，; 
(2) 令 z, 一 z, 二 0, 求 出 函数 的 驻 点 (a, 6)( 可 能 有 多 个 ); 
(3) 在 每 个 驻 点 处 计算 A 的 值 , 若 A 之 0, 则 函数 取得 极 值 ， 
再 根据 x;, 的 符号 判定 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ;车 A 二 0, 则 函数 在 
该 驻 点 处 不 能 取得 极 值 . 车 有 多 个 驻 点 , 则 可 以 用 列表 分 析 . 


7.5.2 二 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 


有 很 多 应 用 问题 , 在 数学 上 可 以 归结 为 求 某 个 函数 的 最 值 
问题 . 我 们 把 这 个 函数 称 为 目标 函数 , 目标 函数 的 自 变量 称 为 
假设 函数 > 二 了 (zr, y) 在 区 域 D 内 可 微 (D 可 以 是 有 界 或 无 
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界 的 开 区 域 、 闭 区 域 或 半 开 区 域 )， 且 函数 在 D 内 仅 有 唯一 驻 
点 Pu(a, 0). 若 f(a, 5) 是 函数 的 极 大 (小 ) 值 , 则 f(a, 5) 就 是 
函数 在 D 上 的 最 大 (小 ) 值 . 

在 实际 应 用 时 , 车 根 据 问 题 的 实际 意义 可 以 断定 函数 的 最 
大 值 ( 最 小 值 ) 一 定 在 D 内 取得 ,而 函数 在 D 内 仅 有 唯一 驻 点 
Pola,5), 则 可 以 肯定 f(a, 5) 就 是 函数 在 D 上 的 最 大 值 (最 小 
值 ). 

例 7-27 要 用 铁皮 做 一 个 容积 为 8ms 的 有 盖 长 方 体 储 物 
箱 , 问 当 长 、 宽 、 高 各 为 多 少时 , 才能 使 所 用 材料 最 省 ? 

解 : 设 长 方 体 的 长 、 宽 分 别 为 x 和 yy( 单 位: m), 则 其 高 为 


-8 长 方 体 的 表面 积 为 


Ty 


S=2(zy+y* i 8 
Xxy 


)=2ry+ + (zx>0, y>0). 


Ty 
问题 是 要 使 所 用 材料 最 省 , 即 为 求 目 标 函 数 S=SCz，y) 在 
其 定义 域 D={(Cz，y)1z 二 0，y 二 0} 内 的 最 小 值 . 令 


16 


S- 一 2y 一 一 一 0， 


Si 


| 


S,=2zx—J8=0, 


得 唯一 驻 点 (2, 2). 

根据 问题 的 实际 意义 , S 的 最 小 值 一 定 存在 且 在 D 内 取 
得 ,又 目标 函数 在 D 内 仅 有 唯一 驻 点 (2, 2), 故 函 数 在 该 驻 点 
处 取得 最 小 值 S(2, 2) = 二 24, 这 时 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 均 为 2m. 

车 函数 > 二 (x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 在 D 内 可 微 
且 有 有 限 个 驻 点 , 则 函数 在 D 上 存在 最 小 值 和 最 大 值 . 函数 的 
最 大 (小 ) 值 可 能 在 D 内 的 驻 点 处 取得 , 也 可 能 在 D 的 边界 上 
取得 , 可 以 用 如 下 方法 来 求 最 大 (小 ) 值 : 

(1) 先 求 出 函数 在 D 内 的 驻 点 , 并 计算 在 诸 驻 点 处 的 函数 值 ; 

(2) 求 出 函数 在 D 的 边界 上 的 最 大 (小 ) 值 ; 

(3) 比较 函数 在 诸 驻 点 处 的 函数 值 和 函数 在 D 的 边界 上 的 
最 大 (小 ) 值 , 其 中 最 大 (小 ) 者 就 是 函数 在 D 上 的 最 大 (小 ) 值 . 

例 7-28 求 函数 z==4z’ 一 y? 在 闭 区域 D=={(x, y)|xz? 十 


第 7 章 多 元 函数 微分 学 


y 二 4} 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
解 : 当 坟 十 y: 二 4 时 , 令 
zz 一 8z 一 0， 
区 二 一 的 一 0 
得 函数 在 DD 内 的 驻 点 (0, 0), 上 且 xz(0, 0) 一 0. 
当 z? 十 y= 二 4 时 , 注意 到 一 2 过 x 二 2, 这 时 
zz 一 4z22 一 光一 4z2 一 (4 一 22) 一 5z2 一 4， 
易 得 函数 > 在 2D 上 的 最 大 值 为 16, 最 小 值 为 一 4. 比较 函数 在 
驻 点 处 的 函数 值 和 边界 上 的 最 大 值 与 最 小 值 可 知 , 函数 在 D 上 
的 最 大 值 为 16, 最 小 值 为 一 4. 


7.5.3 条 件 极 值 与 拉 格 朗 日 条 数 法 


前 面 讨论 的 极 值 问题 中 , 目标 函数 > 二 f(x, y) 的 自 变量 可 
以 在 其 定义 域内 自由 取 值 , x 与 y 是 相互 独立 的 , 没有 附加 任 
何 相互 制约 的 条 件 , 这 类 极 值 称 为 无 条 件 极 值 . 

但 是 有 时 函数 的 两 个 自 变量 还 要 满足 一 定 的 条 件 PCz，y) 
二 0( 称 为 约束 条 件 ), 这 类 附加 约束 条 件 的 极 值 称 为 条 件 极 值 . 
一 些 简单 的 条 件 极 值 问题 , 可 以 通过 代入 法 化 为 无 条 件 极 值 来 
求解 . 


例如 , 设 函数 <= f(x， 用 一 二 十 8c 十 如 定义 在 区 域 D = 


{(z，y)|z 二 0，y>0} 上 ，, 求 函数 <= 二 f(x, y) 在 条 件 2z 一 > 一 0 
下 的 极 值 . 
我 们 用 代入 法 来 求解 : 由 约束 条 件 2+ 一 y= 二 0 解 出 > 一 27r， 


再 代入 目标 函数 = 一 /(z，y) 中 ， 问题 转化 为 求 函 数 = 一 元 5 十 


24z(z 二 0) 的 无 条 件 极 值 . 具体 求解 请 读者 自行 完成 . 

下 面 介绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 是 一 种 直接 求 条 件 极 值 的 方法 . 
具体 地 说 , 欲求 目标 函数 < 二 f(x， y) 在 约束 条 件 g(x, y) 二 0 下 的 
极 值 , 一 般 步 又 如 下 : 

(1) 构造 辅助 函数 

有 一 Re Ws 
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该 函数 称 为 拉 格 朗 日 函数 , 其 中 叫 作 拉 格 朗 日 乘 子 ; 

(2) 求 出 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 , 即 解 方程 组 

Ly=f,(z, y) +Ag, (zx, y)=0, 
有 一 Ca 一 加 
得 到 之 , y 和 4(4 也 可 不 解 出 ); 

(3) 上 面 解 得 的 (x，y) 就 是 函数 > 一 Crz，y) 在 约束 条 件 
g(x，y) 二 0 下 的 可 能 极 值 点 .至 于 它 是 否 为 极 值 点 , 是 极 大 值 点 
还 是 极 小 值 点 , 在 应 用 问题 中 一 般 可 由 实际 情况 来 加 以 判定 . 

对 于 三 元 函数 的 条 件 极 值 问 题 , 依然 可 使 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 
例如 , 欲求 目标 函数 = 二 f(z，y， >) 在 约束 条 件 g(x, y, <) 二 0 下 的 
极 值 , 可 以 构造 拉 格 朗 日 函数 

L(xs hy sy AY= F(Ts Ws TAP Rs Wy SB: 

然后 求 出 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 , 即 令 其 所 有 一 阶 偏 导数 为 
零 并 解 方 程 组 .这样 解 得 的 (+,，y，z) 就 是 函数 = 二 f(z, y，, z) 
在 约束 条 件 下 的 可 能 极 值 点 , 最 后 判定 是 否 为 极 值 点 . 

例 7-29 求 函数 >==z 十 y 在 约束 条 件 x? 十 y:= 二 2 下 的 最 小 
值 和 最 大 值 . 

解 : 构造 拉 格 朗 日 函数 

je wr N= 


必 


工 . 一 1 十 2z 一 0， 
工 ,一 1 十 2 一 0， 
L;=zx’ 二 y: 一 2 二 0， 
由 前 两 个 方程 得 x==y, 代入 第 三 个 方程 解 得 , z 一 > 一 一 1 或 
Z 一 y 一 1. 所 以 点 (一 1, 一 1) 和 点 (1, 1) 是 两 个 可 能 的 极 值 点 ， 
计算 得 式 一 1 一 了 三 一 2 z(ls 人 二 2. 
依 题 意 , 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 都 是 存在 的 , 因此 就 在 这 两 点 
处 取得 . 故 所 求 函 数 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 (一 1, 一 1) 二 一 2 和 
惑 ; 入 = 汝 
例 7-30 在 抛物 线 一刀 上 求 一 点 , 使 它 与 直线 x 一 y 一 2 二 0 


开间 
的 距离 最 短 . 
解 ; 设 (z，y) 为 抛物 线 上 任意 一 点 , 则 有 y 二 xz?, 它 与 直线 
< 一 ,一 2 一 0 的 距离 是 We 问题 转化 为 求 目标 函数 
24? 一 (zx 一 y 一 2)* 在 条 件 y 一 xz? 下 的 最 小 值 . 


公 


~ 
L(xz, ys 4A)=(zx—y—2)’+A(z’—y), 
解 方程 组 
Ls=2(£—y—D+2aA=0, 
Ley 2 A= 
Li=zx’—y=0, 
得 x 一方, y 一 十 . 


由 问题 的 实际 意义 ,2d? 及 d 的 最 小 值 均 存在 , 故 所 求 的 

最 短 距 离 为 
| 

下 面 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 本 节 例 7-27. 

例 7-31 要 用 铁皮 做 一 个 容积 为 gms 的 有 盖 长 方 体 储 物 
箱 , 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 : 当 长 、 宽 、 高 各 为 多 少时 , 才能 使 
所 用 材料 最 省 ? 

解 : 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 x, y, zx, 则 zy 一 8. 长 
方 体 的 表面 积 

S=2(zy+ Ts) (i>0s 3>05 >0). 

要 使 所 用 材料 最 省 , 即 求 目标 函数 S 二 S(x,y,， xz) 在 约束 
条 件 xyz 二 8 下 的 最 小 值 . 

构造 拉 格 朗 日 函数 

L(xws ys zs WD= ry ye sr) Nrye— Bs 


心 


[Lz 一 2(? 十 z) 十 yx 一 0， 
2 一 0 
Lz=2(z+y)+zyA=0, 


Li=xyz—8=0， 


多 元 函数 微分 学 


143| 


|"44 


由 前 三 个 方程 得 “< 一 一 < 一 一 当 4， 因 此 有 一 y 一 z， 


这 区 BE 
再 代入 最 后 一 个 方程 , 解 得 z 一 > 一 > 一 2. 
所 以 点 (2, 2, 2) 是 唯一 的 可 能 极 值 点 . 又 根据 问题 的 实际 意 
义 , S 的 最 小 值 一 定 存 在 , 故 函 数 在 该 点 处 取得 最 小 值 
S(2, 2, 2) 二 24m: ,这 时 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 均 为 2m. 


习题 7-5 


1. 求 下 列 函数 的 极 值 : 
(1) z 一 z2 十 zy 十 办 十 3z; 
(2) z 一 z3 一 4z2 十 2zy 一 妈 ; 
(3) = 一 ez (zz 十 27z 十 y). 
2. 求 函数 z= 二 zx 十 2y 在 约束 条 件 x’ 十 y= 二 5 下 的 极 值 . 
3. 求 抛物 线 x 二 4y? 与 直线 x 一 y 十 4 二 0 之 间 的 最 短 距 离 . 
4. 要 造 一 个 容积 为 定 值 V 的 长 方 体 游泳 池 , 应 如 何 选 择 
泳池 的 尺寸 , 才能 使 其 表面 积 最 小 . 
5. 某 小 区 和 欲 建造 一 个 长 方 体 敞 口 蕾 水 池 , 要 求 水 池 的 宽度 
和 深度 相同 . 已 知 池 壁 与 池 底 的 单位 面积 造价 分 别 为 64 元 和 
54 元 ,建造 经 费 为 144a 元 . 问 水 池 的 长 度 和 宽度 各 多 少 , 才能 
使 容积 最 大 ? 
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定 积分 是 一 个 特定 的 和 式 的 极限 , 该 和 式 是 由 一 个 定义 在 
闭 区 间 上 的 一 元 函数 构造 得 出 的 . 我 们 将 这 种 和 式 的 极限 的 概 
念 推广 到 定义 在 平面 有 界 闭 区 域 上 的 二 元 函数 的 情形 , 此 即 二 
重 积分 . 本 章 首 先 给 出 二 重 积 分 的 概念 及 性 质 , 再 讨论 直角 坐 
标 系 下 二 重 积 分 的 计算 , 最 后 给 出 极 坐标 下 二 重 积分 的 计算 


8.1 二 重 积分 的 概念 与 性 质 


与 一 元 函数 定 积分 概念 类 似 , 本 节 将 通过 分 析 曲 项 柱 体 体 
积 近似 计算 , 引入 二 重 积 分 的 定义 , 然后 再 讨论 二 重 积 分 具有 
的 性 质 . 


8.1.1 二 重 积分 的 定义 


先 看 一 个 关于 曲 顶 柱 体 体积 计算 的 具体 问题 . 

设 有 一 个 立体 , 其 底面 是 zxOy 平面 上 的 有 界 闭 区 域 D, 侧 
面 垂 直 于 底面 , 顶 是 曲面 >= F(z,y)((z，y)ED，Fz，y) 三 0 
且 连 续 ), 这 种 立体 称 为 曲 顶 柱 体 ( 如 图 8-1 所 示 ). 


我 们 知道 , 平 顶 柱 体 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 乘积 . 那么 ， 
如 何 求 曲 顶 柱 体 的 体积 呢 ? 

如 果 有 一 捆 竖 直 放 置 在 桌面 上 的 筷子 , 我 们 只 要 计算 出 每 
根 筑 子 的 体积 , 累加 即 可 得 到 整 捆 筷 子 的 总 体积 . 同样 的 道理 ， 
只 要 将 曲 顶 柱 体 刘 成 一 些 细 的 柱 条 , 计算 每 个 柱 条 的 体积 ， 累 
加 就 可 以 得 到 曲 顶 柱 体 的 总 体积 . 与 第 4 章 中 求 曲 边 梯形 面积 
的 方法 类 似 , 我 们 也 通过 “分 割 、 近 似 、 求 和 、 取 极限 ”的 方法 求 
曲 顶 柱 体 的 体积 . 

分 割 : 用 任意 一 组 曲线 网 来 分 割 闭 区 域 D( 见 图 8-2), 将 
它 分 成 n 个 小 闭 区 域 : Ac ，Acz ，…，Aa，Aci(i 一 1，2，…，7) 
表示 相应 小 区 域 的 面积 . 我 们 将 这 个 步骤 称 为 对 区 域 D 的 一 种 
分 割 . 以 这 些小 闭 区 域 为 底 , 作 侧面 垂直 于 底面 的 柱 体 ,把 原 
来 的 曲 顶 柱 体 分 成 个 细 曲 顶 柱 体 , 也 就 是 说 原来 的 曲 顶 柱 体 
可 以 看 成 是 由 这 些小 立体 堆放 一 起 组 成 的 . 


DA 


(BD) 
-一 
一 
We 
0 四 
图 8-2 


近似 : 当 分 割 足够 细密 时 , 对 于 同一 个 小 立体 来 说 , 底面 
上 不 同 点 (x, yy) 处 的 高 度 FCz，y) 近 乎 相等 , 可 以 将 小 立体 近 


似 看 成 平 顶 柱 体 ， 在 小 立体 的 底面 Ar 上 任 取 一 点 (zi，y), 以 


f(zi， yi) 为 高 计算 得 这 部 分 小 立体 的 体积 近似 等 于 f(z;， yy) 
Aoi;( 见 图 8-3). 
求 和 : 将 上 面 得 到 的 个 细 曲 顶 柱 体 的 近似 体积 累加 ,得 


[1 


到 曲 项 柱 体 体积 的 近似 值 为 >) F( zi，y)Aci, 这 个 和 式 也 叫 作 
积分 和 . 


但 是 这 个 积分 和 与 曲 项 柱 体 体积 的 真实 值 是 有 误差 的 . 为 
减少 误差 , 可 以 加 密 分 割 . 要 消除 误差 , 则 须 无 限 细 分 . 正 所 
谓 : 割 之 弥 细 , 所 失 弥 少 ; 割 之 又 制 , 以 至 于 不 可 制 , 则 合体 而 
无 所 失 矣 . 这 种 无 限 分 割 法 就 是 极限 思想 的 具体 体现 . 

取 极 限 : 现在 设 所 有 小 闭 区 域 直径 (小 闭 区 域 的 直径 是 指 
区 域 上 任意 两 点 间 的 最 大 距离 ) 的 最 大 值 为 +*, 并 令 4 趋 于 零 
(就 是 对 区 域 D 进行 无 限 细密 的 分 割 ), 取 上 述 积 分 和 式 的 极 
限 , 自然 地 将 这 个 极限 定义 为 所 求 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 即 

V= lim >) /Cz, A 

实际 生活 中 , 还 有 很 多 几何 量 、 经济 量 和 物理 量 的 计算 都 
可 以 归结 为 计算 这 种 和 式 的 极限 , 我 们 撤 开 具体 的 背景 , 从 中 
抽象 出 二 重 积分 的 概念 . 


定义 1 设 f(x,y) 是 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 函 数 . 
如 果 积 分 和 的 极限 


im YY po, yi 
0 i 


总 存在 , 并 且 该 极限 值 与 团 区 域 D 的 分 割 方 法 以 及 点 (Zz, yi) 
的 取 法 均 无 关 . 我 们 称 这 个 极限 J 为 函数 / (x, y) 在 闭 区 域 D 
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上 的 二 重 积分 , 记 作 | rcz， >)do, 即 


re Was = lim >) fi, yw)Ao， 
D i 


其 中 f(x, y) 称 为 被 积 函 数 , D 称 为 积分 区 域 ，F(z，y)dc 称 为 
被 积 表达 式 ，dc 称 为 面积 元 素 , z 与 y 称 为 积分 变量 . 

由 于 二 重 积分 的 值 与 闭 区 域 D 的 分 割 方法 无 关 ， 为 方便 计 
算 , 在 直角 坐标 系 中 可 以 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 分 割 D. 
当 分 割 无 限 加 密 时 , 可 以 略 去 那些 包含 边界 点 的 小 闭 区 域 , 其 
他 小 区 域 都 是 矩形 区 域 . 设 矩 形 区 域 Ac; 的 边 长 为 Aze 和 Ay,， 
则 Ac 一 AzeAw. 因此 在 直角 坐标 系 中 面积 元 素 可 以 写成 do 一 
dzdy, 这 时 二 重 积 分 也 可 以 写成 


je ydzdy. 

我 们 不 加 证 明 地 指出 ,车 /x，y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连 
绽 , 则 其 积分 和 的 极限 一 定 存在 , 即 二 重 积分 Cz，y)do 一 定 
存在 . 本 书 以 后 总 假定 函数 f(z， 3) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 
8.1.2 二 重 积分 的 几何 意义 

根据 二 重 积分 的 定义 上 面 提 到 的 曲 顶 柱 体 体积 V 可 以 表示 
成 fz， ydo. 一 般 地 说 , 当 f(z， 风 三 0 时 ,外 re， y)dz 一 V; 当 
fs D0 时 ,Gs we 一 V. 着 光 只 在 部 分 区 城 F 是 
非 负 的 ， 而 在 其 他 部 分 区 域 上 是 负 的、 相应 于 这 两 部 分 区 域 的 部 分 
立体 体积 依次 记 作 Vi 和 Vi, 则 | rc， yd 一 Vi 一 Vs。 换言之， 


f(x， y) 在 闭 区 域 D 上 的 二 重 积 分 等 于 分 布 在 D 上 的 柱 体 体积 的 代 
数 和 , 这 就 是 二 重 积分 的 几何 意义 . 


8.1.3 二 重 积 分 的 性 质 


上 


与 定 积分 的 性 质 类 似 , 这 里 , 我 们 简 述 二 重 积 分 的 若干 性 


质 如 下 . 
1. 二 重 积分 的 线性 性 质 
设 刀 ,ks 为 常数 , 则 


[tpe, 二 wl =hllf0, | 
D 


2. 二 重 积分 对 积分 区 域 具 有 可 加 性 
设 闭 区 域 D=Di 十 D;(Di 与 D; 均 为 闭 区 域 且 没有 公共 内 
点 )， 则 


re, y)do = 外， ydo+| re， y)dc. 


D D, 了 


3. 常 函数 的 二 重 积分 公式 
jar = 
其 中 表示 了 的 面积 。 
特别 地 ,有 | de = o. 该 性 质 的 几何 意义 是 明显 的 . 
4、 二 重 积分 的 不 等 式 
设 f(x, y) 宇 g(x, y) ((zx, y)ED), 则 有 
ra, y)dc > 外 ce， y)do. 


D D 


由 此 还 可 得 到 


中 re， y) |dc 全 | f(r, ydo 
D D 


特别 地 , 若 f(x, y) 宇 0((zx, y)ED), 则 


ra, y)do 宇 0. 


D 


5. 二 重 积分 的 估 值 
若 在 闭 区 域 D 上 , 有 mm 二 f(x, y) 二 M, o 表示 DD 的 面积 , 则 
mo < 小 c， y)do < Mo. 


特别 地 , 车 x, M 分 别 为 1(z, y) 在 D 上 的 最 小 值 和 最 大 
值 ， 上 式 依然 成 立 . 


第 8 章 二 重 积 分 


149| 


6. 二 重 积 分 的 中 值 定 理 


设 f(x, y) 在 D 上 连续 , 表示 的 面积 , 则 存在 一 点 (6， 
7) ED 使 得 


fe, Wdo = f(é€, no. 
D 


从 几何 意义 上 说 , 如 果 f(x, y) 在 D 上 连续 且 非 负 , 我 们 
可 以 适当 选取 一 个 高 度 f(&, ,使 得 曲 顶 柱 体 的 体积 V 恰 等 
于 f(&, wo, 也 就 是 说 , 可 以 将 曲 顶 柱 体 当成 以 了 (&, 7 刀 为 高 的 平 
顶 柱 体 来 计算 体积 . 这 时 , 也 称 f(&, 是 曲 顶 柱 体 的 平均 高 度 . 


习题 8-1 


1. 设 D={(z, ylzl<1, |y|<1}, D.={(zx, y)|0< 
ZX 全 1, 0<y1), 利用 二 重 积 分 的 几何 意义 说 明 下 列 等 式 : 
CD | -srd = 0 0) [sd= 4 yrdes 
(3) | 2z 十 光 )dc = 中 >ae 
2。 设 是 由 z 轴 ,y 轴 和 直线 < 十 y 二 1 所 用 成 的 平面 闭 区 
域 ,比较 二 重 积分 卫 =|| etwas 一 | -yy*dc 的 大 小 . 
3. 设 D={(z， Det), 利用 二 重 积分 的 性 质 说 明 


工 <| 十 十 1)do 志 2x. 
D 


8.2 直角 坐标 系 下 计算 二 重 积 分 


本 节 我 们 讨论 二 重 积分 (x，3)do 化 成 二 次 积分 来 计算 


的 方法 , 并 且 总 假定 被 积 函数 f(z, y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 . 


L'so 
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这 里 , 要 特别 提醒 读者 : 积分 次 序 的 合理 选择 是 保证 二 重 积分 
计算 过 程 简捷 正确 的 关键 . 


8.2.1 矩形 区 域 上 二 重 积 分 的 计算 


先 看 下 面 的 例子 : 
设 积分 区 域 D=={(x, y)11 志 zx 二 2, 0 委 y 委 2}, 我 们 用 几何 


方法 来 计算 二 重 积分 | (18 一 2x 一 3y*)do 


注意 到 在 闭 区 域 D 上 , 有 f(x, y)= 二 18 一 2x 一 3y: 宇 0. 由 
二 重 积 分 的 几何 意义 , 可 得 


[a8—2r— 3y do 


的 值 等 于 以 DD 为 底 , 以 曲面 z= 二 18 一 2z 一 3y? 为 项 的 曲 顶 柱 体 
的 体积 V， 即 


es 一 2z 一 3y%) do =V. 


我 们 利用 定 积分 知识 来 求 该 立体 的 体积 . 如 图 8-4 所 示 ， 
对 于 每 个 固定 的 zxE[1, 2], 过 点 (z，0, 0) 作 垂直 于 xz 轴 的 平 
面 与 该 立体 相交 , 得 一 曲 边 梯形 截面 , 其 曲 边 是 平面 曲线 x= 
18 一 2z 一 3y (0 人 之 y<2, xz 是 固定 的 ). 设 此 截面 面积 为 A(zx) 
(G 委 z 委 2), 由 定 积分 的 几何 意义 , 可 得 


2 
de) -| C18 —2e— 839 dy: 
0 


Ls2 


再 由 定 积分 元 素 法 , 可 得 该 立体 体积 
V= | Acodz 一 上 [os 一 2z 一 3y?)dy]dz. 


上 式 右边 的 积分 称 为 先 对 y 后 对 x 的 二 次 积分 . 这 样 就 
得 到 


as 一 sy?dr 二 [ [a8—2z— 3y) dy |dz. 
上 面 二 次 积分 的 计算 次 序 是 ; 把 + 看 成 常数 , 先 计算 内 层 
积分 (18 一 27 一 3y*)dy, 其 中 积分 变量 是 y, 计算 结果 是 一 个 


工 的 函数 ; 然后 以 z 为 积分 变量 , 在 区 间 [1, 2] 上 对 前 面 计算 
结果 计算 定 积 分 , 最 终 得 到 的 结果 是 一 个 数值 ,具体 计算 过 程 
如 下 : 
2 [2 
| (18— 2z — 3y’)do = | [| 08— 法 3y )dy]dz 


了 


2 
108—20y— yd 


2 
-| (28 一 4z)dz 
1 
一 [28z 一 222]， 
= 22. 


一 般 地 说 , 若 积分 区 域 是 矩形 D={(x, y)la<zx&b, cy 
入 d), 则 二 重 积分 可 以 化 成 先 对 > 后 对 xz 的 二 次 积分 形式 
Ne, y)do = 上 [re >)dy]dzr， (8-1) 


这 个 积分 也 记 成 far] fo, sid 


虽然 在 上 面 求 体积 的 计算 中 , 要 求 f(x, y) 宇 0, 但 实际 
上 ,上 述 公 式 的 成 立 并 不 受 该 条 件 的 限制 . 

另外 , 对 于 上 面 例子 中 曲 项 柱 体 的 体积 , 我 们 还 可 以 采用 
另 一 种 方法 来 计算 . 

过 点 (0, y) 作 垂直 于 y 轴 的 平面 截 立 体 得 截面 , 设 截 面 面 


2 
积 为 A(y)(0<y<2)， 则 体积 V 一 | A(y)dy. 对 于 每 个 固定 的 
0 
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yE[L0, 2], 截面 的 图 形 是 一 个 曲 边 梯 形 , 曲 边 是 平面 曲线 > 一 
18 一 27z 一 3y% (1 入 z 委 2，y 是 固定 的 ), 截面 面积 为 


A(Cy) = | as-zz-aspdr 
在 计算 这 个 积分 时 , 要 把 > 看 成 是 常数 . 因此 
V= [away = [ [os- 2z 一 3y )dz]dy. 


上 式 右 边 的 积分 称 为 先 对 xz 后 对 y 的 二 次 积分 . 这 样 就 
得 出 


2 [2 

|[as 2z— 3y:)do [Jas 2 3Y )dz]dy. 
0 1 

D 


在 计算 二 次 积分 时 , 同样 要 注意 从 内 到 外 的 积分 次 序 ， 先 
求 得 内 层 积 分 的 结果 为 一 个 y 的 函数 , 再 求 得 外 层 积 分 的 结果 
为 常数 , 即 


区 2 

es 一 2z 一 3y)dc = | [| (18 一 2z 一 3y )dz]dy 
0 1 

D 


2 

= | [08—3y)r— x]idy 
2 

-| (15—3y)dy 
0 


一 [15y 一 六]。 = 22. 
一 般 地 说 , 若 积分 区 域 是 矩形 D={(x, y)la<zr<b, c<y 
委 d), 则 二 重 积分 也 可 以 化 成 先 对 工 后 对 y 的 二 次 积分 形式 
ee, war= | [| re ydrldy, (8-2) 


这 个 积分 也 记 成 Jays] fo, y) dz. 


我 们 把 上 面 的 结论 用 下 面 定理 的 形式 给 出 : 

定理 1 如 果 积 分 区 域 是 矩形 D={(x, y)la<zx<b, c<y 
三 d}), 二 重 积分 可 以 化 成 先 对 y 后 对 xz 的 二 次 积分 , 也 可 以 化 
成 先 对 工 后 对 y 的 二 次 积分 , 即 


b d d b 
re, y)do = | dr| f(x, y)dy = | dy| lms Wd 
de a “de 


(8-3) 


二 维 
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例 8-1 计算 二 重 积分 | cz + Dydo, 其 中 了 D= (Cry，y)1| 
一 1 起 vw 和 1 RE 过 由. 
解 : 我 们 可 以 选择 将 二 重 积分 化 成 先 对 y 后 对 x 的 二 次 积 
分 来 进行 计算 , 即 
le 十 1)ydo = [a 十 1)ydy 
和 = 了 [e+ 1)y]。dz 
一 | zc 二 1)dx 
= [(z+1D)*] ,=4. 
我 们 还 可 以 选择 将 二 重 积 分 化 成 先 对 zx 后 对 y 的 二 次 积分 
来 进行 计算 , 即 


2 1 2 
[a+ Dy = fay (z+Dydzr = 二 | [(z+ Dy] udy 
pb 0 = 吕 0 
2 i 
一 | 2say = [y:],。 = 4. 


例 8-2 计算 二 重 积分 ||ycos Czy)do, 其 中 DD 一 fr) | 


D 


0<zr<2,0<y<H}. 


解 : 本 题 选择 将 二 重 积分 化 成 先 对 x 后 对 y 的 二 次 积分 来 
进行 计算 要 更 方便 些 , 即 


2 
Jlyeos (zy)dc = dy| ycos (ry)dx 
0 0 


| | 
2 和 
一 | [sin Cy) dy 一 | (sin2y—0)dy 
| sin 2ydy 一 一 二 [eos 2 
2 0 


一 二 aos 一 as 0) 


2 


1 
2 


| 


C= = = 
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8.2.2 一般 区 域 上 二 重 积 分 的 计算 


先 介绍 平面 区 域 的 两 种 基本 类 型 : X 型 区 域 和 Y 型 区 域 . 

区 域 D= {((z，y) 12 委 工 委员 中 (GZ) 二 y 志 yy(z)} 表示 
由 两 条 直线 x = 二 a 和 x 一 0， 以 及 两 条 曲线 > = wm(Cz) 和 y 一 
yz (Zz) 所 围 成 的 平面 区 域 , 称 区 域 卫 为 X 型 区 域 ( 如 图 8-5 所 
示 ). 这 种 区 域 的 特点 是 : 以 垂直 于 工 轴 的 直线 工 = ze 二 zo 二 人) 


区 域 了 = ({((z, y) |c 声 y 志 dd, zy) 委 xz 委 za(y)} 表示 
由 两 条 直线 y = c 和 >y = d, 以 及 两 条 曲线 x 二 zi(y) 和 z= 
zz(y) 所 围 成 的 平面 区 域 , 称 区 域 D 为 Y 型 区 域 (如 图 8-6 所 
示 ). 这 种 区 域 的 特点 是 : 以 垂直 于 y 轴 的 直线 y= yo Cc 过 yo 三 d) 
穿 过 区 域 D 的 内 部 , 直线 与 区 域 D 的 边界 至 多 交 于 两 点 . 


ph ph 


»=¥(x) 


X=x(y) 


2 
SO 
中 
= 


8-5 图 8-6 


一 般 的 平面 区 域 ( 如 图 8-7 所 示 ) 可 以 适当 分 割 成 若干 部 
分 , 使 得 每 部 分 都 是 X 型 区 域 或 Y 型 区 域 . 由 于 二 重 积 分 对 积 
分 区 域 具有 可 加 性 , 因此 一 般 区 域 上 的 二 重 积分 的 计算 可 以 归 
结 为 积分 区 域 是 X 型 区 域 和 YY 型 区 域 的 二 重 积分 的 计算 . 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 以 下 定理 : 
定理 2 (1) 若 积分 区 域 了 是 X 型 区 域 
也 = {(z,y) |a 委 工 和 0 yz) Sy yz)}, 


则 
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[se 


了 个 


图 8-7 


6 fy) 
fe, 大 醒 三 | (fe Wdy]dz, (8-4) 
| a ns 


有 端的 积分 叫 作 先 对 y 后 对 z 的 二 次 积分 , 也 记 作 | dz|” f(z， 
ydy. 
(2) 千 积 分 区 域 D 是 Y 型 区 域 
D={(zx, y)|c<y<d, zy) 委 z 委 za(y))， 
则 


站 d I (y) 
Ne, do 一 | [| 本 大 Cz， >)dz]dy， (人 = 下) 
c LJ zy 


有 端的 积分 叫 作 先 对 三 后 对 > 的 二 次 积分 也 记 作 | dy| f(z， 
ydz. 

将 二 重 积分 化 成 二 次 积分 时 ,可 以 按照 如 下 步骤 考虑 ; 

(1) 画 出 积分 区 域 D, 判断 其 类 型 (是 X 型 区 域 还 是 Y 型 
区 域 ) 并 用 不 等 式 组 将 区 域 D 表示 出 来 . 

(2) 选择 恰当 的 积分 次 序 .如果 DD 是 X 型 区 域 , 二 重 积分 


化 成 先 对 y 后 对 z 的 二 次 积分 | dz|- f(z, y)dy; 如 果 呈 是 了 


型 区 域 , 二 重 积分 化 成 先 对 x 后 对 y 的 二 次 积分 | dy| f(z， 
Vdz: 
然后 根据 第 一 步 得 到 的 不 等 式 组 确定 二 次 积分 中 的 积分 
限 ,并 填 人 上 面 二 次 积分 形式 中 的 各 方 框 o 内 ,注意 , 这 里 积分 
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下 限 要 小 于 积分 上 限 . 
(3) 计算 二 次 积分 的 值 , 先 内 后 外 逐步 计算 . 例如 , 计算 


| 六 f(r, y)dy 时， 要 先 计算 | f(z，y)dy， 这 里 积分 变 
量 是 y, 因此 要 暂时 视 z 为 常数 ， 来 得 f(x, dy 一 Ln). 最 后 
计算 定 积分 | pz)dzr, 便 得 到 二 次 积分 的 值 类 似 地 , 可 计算 
a [zy 
| dy| A ydz. 

例 8-3 计算 szydzdy， 其 中 D 是 由 直线 z==2, y==1 及 


y 一 工 所 围 成 的 闭 区 域 . 
解 : 画 出 积分 区 域 的 图 形 ( 如 图 8-8 所 示 ), 这 个 区 域 可 
以 看 成 是 一 个 X 型 区 域 . 区 域 也 在 过 轴 上 的 投影 区 间 为 [1, 2], 即 
DD 上 的 点 的 横 坐 标的 变化 范围 是 1] 和 xz 和 2. 在 此 区 间 内 任 取 一 点 xz， 
过 点 (x, 0) 作 垂直 于 x 轴 的 直线 穿 过 区 域 D, 与 D 的 下 边界 和 上 边 
界 的 交点 的 纵 坐 标 分 别 为 y= 二 1 和 y= 二 +, 由 此 确定 出 1 二 yx. 因 
1<x<2, 
此 , 区 域 DD 可 以 用 不 等 式 组 表示 为 | 一 


<y<z, 
[szyaray 一 | az seas 一 | ai 
= [ax 一 4z)dz 
一 [2 —20 
一 8 一 (一 1) 一 9. 

另 解 : 画 出 积分 区 域 D 的 图 形 , 该 区 域 可 以 看 成 是 一 
型 区 域 (如 图 8-9 所 示 ). 区 域 了 在 > 轴 上 的 投影 区 间 为 [1, 2]， 
即 D 上 的 点 的 纵 坐 标的 变化 范围 是 1 二 y<2. 在 此 区 间 内 任 取 
一 点 y, 过 点 (0，y) 作 垂直 于 y 轴 的 直线 穿 过 区 域 D, 与 D 的 
左边 界 和 右边 界 的 交点 的 横 坐 标 分 别 为 zx 一 y 和 xz 二 2, 由 此 确 
定 出 yx 三 2. 因此 , 区 域 D 可 以 用 不 等 式 组 表示 为 

1<y<2,， 
VELE2, 


EL 


[se 


2 2 2 
[szyardy 一 | dy| 8zydz = | [4z’y] dy 
> 1 y 1 


2 
= | aey dy’)dy = [8y —y]i 


一 16 一 7 一 9. 


图 8-8 图 8-9 


总 结 : 如 果 D 是 X 型 区 域 , 先 将 区 域 D 投影 到 x 轴 上 得 
到 投影 区 间 [a, 5], 确定 出 a 二 x<b; 在 此 区 间 内 任意 一 条 垂直 
于 工 轴 的 直线 与 区 域 D 的 边界 交 于 上 、 下 各 一 点 , 由 此 确定 
上 、 下 边界 曲线 的 方程 y= 二 ys (xz) 和 y 二 yi(x)， 就 可 得 到 yi (x) 
过 y 三 ys(z). 这 样 , 区 域 D 可 以 用 不 等 式 组 表示 为 

a<r<b, 
yz) 和 > 入 %(Cz)， 

如 果 刀 是 Y 型 区 域 , 先 将 区 域 D 投影 到 > 轴 上 得 到 投影 
区 间 [c, dj, 确定 出 cy<d; 在 此 区 间 内 任意 一 条 垂直 于 y 轴 的 
直线 与 区 域 D 的 边界 交 于 左 、 右 各 一 点 , 由 此 确定 左 、 右 边界 曲线 
的 方程 x 二 x(y) 和 x 二 x2(y)，, 就 可 得 到 xi(y) 二 x 二 xs(y). 这 样 ， 
区 域 D 可 以 用 不 等 式 组 表示 为 

cy<d, 
or ge 


例 8-4 计算 |(z+23)de, 其 中 妃 是 由 抛物 线 y 一 xz 和 直 
线 y 二 1 所 围 成 的 闭 区 域 


解 : 视 积 分 区 域 D( 如 图 8-10 所 示 ) 为 X 型 区 域 ， 
SN 
| ee 


Jtaya = dz ,+2ydy 
Es 上 [zy 十 昂 ]>dz 
一 _Cz 二 1 一 了 2 一 z0dz 
一 _G 一 z9dz 
一 2 zar 
一 2[z 一 去] 一 
注 : 上 述 计算 中 我 们 利用 了 对 称 区 间 上 奇偶 函数 性 质 . 
例 8-5 计算 llydo, 其 中 DD 是 由 抛物 线 y? 一 工 十 2 和 直线 
y 一 工 所 围 成 的 闭 区 域 . 


8 
5 


:一 z 十 2， 
解 : 解 方程 组 | _ 得 抛物 线 与 直线 的 交点 坐标 为 
= 
(一 1, 一 1) 和 (2, 2), 视 积 分 区 域 D( 如 图 8-11 所 示 ) 为 Y 型 区 
一 ] 委 >y 委 2， 
Cap 


d 小 yd 
y—2 


区 一 
D 


2 
=| yy—y +2)dy 


1 
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二 计划 业 容 是 分 
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了 个 


“vy 


图 8-10 图 8-11 
例 8-6 交换 二 次 积分 二 | of ea 的 积分 次 序 , 并 求 


其 值 . 
解 : 该 二 次 积分 可 以 表示 为 二 重 积分 |e* do, 其 中 积分 区 


加 0<y<1， 
域 D( 如 图 8-12 所 示 ) 为 Y 型 区 域 : 积分 区 域 D 也 可 
yz 委 1， 
0 委 z 委 1， pe 
以 看 成 X 型 区 域 ， 这 样 二 重 积 分 就 可 以 化 成 先 对 y 
0<y<z， 


后 对 z 的 二 次 积分 . 因此 


1 和 , 1 zz 
I= i dy| ez dr -| do = | dz| er dy 
0 y 本 0 0 
= | zeedz= 二 [ee 

0 号 中 


三 十 人 一 
一 志 te 一 巩 


例 8-7 计算 | | > 一 = | dr, 其 中 D= {(x, y) 10 委 z 委 1， 


0 委 y 委 1). 
解 : 直线 > 一 工 将 区 域 D 分 成 D 和 D: 两 部 分 (如 图 8-13 
所 示 ), 其 中 
0 委 z 委 1 0 委 z 委 1 
Di: D;: 
ee ben 
因此 


[eo 


中， zldo =|||y zldst [ly xrldo 
D D, D, 
= z)do+ x y)do 
D, D, 
3 1 1 党 
= | dz ondyt| dr] Gr— wdy 
1 
-||3 et i 
[We + 二 dz+| 三 ds 


¥ | 
[$= pe : 


yt 


= 
So 
所 


图 8-12 8-13 


习题 8-2 


1. 计算 下 列 二 重 积分 : 


上 入) 1=|| 4—z—2we, 其 中 D={(zx, 四 10o<z 委 2,， 0 过 
D 

(a 1=|| yt, 其 中 D={(x, y)| 一 1<x<1, 1<y 
D 


Cay T = 小 =u， 其 中 D={(zx, y)10 坟 zx 委 2，0 委 y 委 2). 
D 
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2. 计算 下 列 二 重 积 分 : 
QD 了 一 上 (x +2y)de, 其 中 帮 是 由 两 条 坐标 轴 和 直线 
< 十 y 一 ? 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(2) 了 一 | -ydc, 其 中 帮 是 由 抛物 线 y 二 x， 直线 x 十 y 
二 2 及 z 轴 所 围 成 的 闭 区 域 ， 
(3) 了 一 Jy an, 其 中 帮 是 由 抛物 线 yx? 和 y= 


所 围 成 的 闭 区 域 ; 


半生 ae， 其 中 DD={(z, y)|z’ 十 y 志 4, zx 宇 0}; 


D 


(5) 1=||2e* ao, 其 忠 是 由 直线 + 一 y=0, y=1 及 y 


轴 所 围 成 的 闭 区 域 . 
3. 交换 二 次 积分 的 积分 次 序 : 


1 
(DI= | dz| f lx, ydy; 
0 党 


1 VE 
(2) I= | az| 和 yy 
ln2 2 
(3) 工 -| dy| f(x, y)dzs 
0 [3 
4 Vy 
(4) I =| dy f(x, ydr; 
0 了 Y 
2 3 4 2 
tH -| dz| es way+| dz|， Crz，y)dy; 
1 1 2 3 
2 一 y 
(67 1 -| dy| Fwy ydr. 
0 2 
4. 设 D={(zx, y)la 二 x 二 b,c 二 yd}, 证 明 
b d 
由 cosgcndray = [| f(z)dz| [| g (ydy]- 
a < 
利用 上 面 结论 : 
CD 计算 1=|zy*do, 其 中 D=({(z, Wl1<x<2, 0< 
D 


y<2}; 


Le2 


(2) 设 也 ={(z，y)1ae 委 z 秋 0， a 声 y 二 65}, 证 明 


(| reoaz] = 由 coroparas 


8.3 利用 极 坐标 计算 二 重 积分 


如 果 二 重 积 分 的 积分 区 域 是 圆 域 ( 或 圆 域 的 一 部 分 ), 被 积 
函数 形 如 f(x? 十 y*) 或 aA) 我 们 可 以 考虑 利用 极 坐 标 来 计算 
二 重 积分 . 

我 们 先 介绍 极 坐标 系 下 的 一 种 平面 区 域 : 9 型 区 域 . 

平面 区 域 D=((x, 0) la<0<p, (0) 志 rr2(0)} 叫 作 9 型 


区 域 ( 如 图 8-14 所 示 ). 若 极点 OF D， 则 从 极点 出 发 的 射线 0 
二 0,(a 二 0 二 B) 与 DD 的 边界 至 多 交 于 两 点 . 


8-14 


如 果 给 定 一 个 具备 这 种 特点 的 区 域 图 形 , 我 们 可 以 用 如 下 
方法 确定 0 和 > 的 取 值 范围 : 

从 极点 出 发 引 一 条 射线 并 沿 道 时 针 方向 旋转 扫 过 区 域 D， 
若 射线 接触 和 离开 D 时 的 极 角 分 别 为 a 和 8, 则 得 到 a<0<B; 
对 于 每 个 固定 的 9E (a, 8), 极 角 为 9 的 射线 与 D 的 边界 交 于 两 
点 , 则 按照 与 极点 距离 的 远近 , 我 们 称 较 近 的 那 点 为 靠 内 的 边 
界 点 , 较 远 的 那 点 为 靠 外 的 边界 点 . 这 样 我 们 可 以 将 区 域 D 的 
内 、 外 边界 曲线 用 函数 r= 二 ri(9) 和 + 二 rs(0) 表 示 出 来 , 从 而 得 
到 (9) 二 rr;(0). 这 样 , 区 域 D 可 以 用 不 等 式 组 表示 为 
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Le 


a<0<p, 
Les 
我 们 还 要 指出 , 区 域 
Di={(r, 0) |a<0<8, 0<r<r0)} 
和 
D;={(r, 0)|10 委 4 委 2x，0 委 r 委 r(0)) 
也 是 0 型 区 域 . Di 的 图 形 是 一 个 曲 边 扇形 , 这 时 极点 O 是 D， 
的 边界 点 (如 图 8-15 所 示 ); 区 域 D; 的 图 形 是 由 闭 曲线 二 x(9) 围 
成 的 闭 区 域 , 这 时 极点 O 是 D，, 的 内 点 (如 图 8-16 所 示 ). 


图 8-15 图 8-16 


下 面 我 们 给 出 极 坐 标 系 下 的 面积 元 素 do 的 公式 . 我 们 用 一 
族 射线 : 0 一 常数 , 以 及 一 族 同心 圆 : r= 二 常数 , 将 区 域 DD 分割 成 
nn 个 小 闭 区 域 : Am ，Aos ,…，Ao， 当 分 割 无 限 加 密 时 , 可 以 略 
去 那些 包含 边界 点 的 小 区 域 , 其 他 小 区 域 均 是 扇 环 (如 图 8-17 
所 示 ). 设 扇 环 Ao; 的 内 、 外 半径 分 别 为 i, rit1， 所 对 圆心 角 为 
A0;， 又 设 Ar; 二 rini 一 ri， 则 Ac; 的 面积 


AA 


图 8-17 


一 去 (riAb 十 ER = ep Wr es 


这 里 万 = 去 (7 十 rn) 表示 扇 环 内 、 外 半径 的 平均 值 ， 当 分 割 无 
限 加 密 时 ， 得 到 极 坐标 系 下 的 面积 元 素 do 一 rdrdb. 


一 rcos 0， 
利用 面积 元 素 公式 和 坐标 变换 公式 上 0 "在 极 坐标 


y=rsin 0， 


系 下 可 将 二 重 积分 化 为 
re y)do = | creos 0, rsin O)7drd0. 


极 坐标 系 下 二 重 积分 也 可 以 化 成 二 次 积分 来 计算 . 若 积分 
区 域 DD 是 0 型 区 域 
D={(r, 0) la<0<p, r1(0)<r<r(0))}, 
则 


re, y)do =||f creoso, rsin 0)rdrd0 
D D 


B [rl 
一 | [ COrcos0，rsin 0)rdr]d0 
a ) 


ET 


Bfr( 
一 | ao| frecos0, rsinO)rdr. 
a dro 


例 8-8 计算 edzrdy, 其 中 成 是 国 域 2 十 y 之 1 


ES 
0 和 和 1， 
| dzdy = je rdrd0 = | df erdr 
2r。 也 a nl1—e). 

例 8-9 计算 以 zOy 面 上 的 圆 : x? 十 y: 三 4 为 底 , 以 旋转 
抛物 面 z=1 十 xz? 十 y* 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

解 : 闭 区域 D: xz? 十 y* 二 4( 如 图 8-18 所 示 ) 在 极 坐 标 系 下 

0 委 0 委 2r， 


可 以 表示 为 根据 二 重 积 分 的 几何 意义 , 所 求 的 柱 体 
< 


解 : 贺 域 在 极 华 标 系 下 表示 为 | 


体积 为 
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图 8-18 
V -fa 十 zx? 十 y)dzxdy 
D 
-fa 十 r?)rdrd0 
D 


ax [2 
一 | ao| (3 十 r)dr 
0 0 


一 2x[ 寺 十 去]， = 12r. 
兴 最 后 , 我 们 简单 介绍 无 穷 区 域 上 的 反常 二 重 积分 , 这 部 
分 知识 在 概率 统计 中 将 会 用 到 
设 函数 f(x,y) 在 无 穷 区 域 D 上 连续 , 有 界 闭 区 域 ECD， 
如 果 当 已 无 限 扩张 且 趋 于 时 ,二 重 积分 |/(x，y)do 的 值 无 
限 接近 于 国定 常数 A, 我 们 称 A 为 函数 (zx, y) 在 无 穷 区 域 D 


上 的 反常 二 重 积分 , 记 作 |/(z, yw)dr = A. 同时 也 称 反常 二 重 


积分 | /cr， yds 收 全 
与 5.6 节 无 穷 限 反常 积分 的 计算 类 似 ,利用 “二 次 积分 十 
取 极限 ”的 方式 ， 我 们 举例 说 明 这 类 反常 二 重 积分 的 计算 方法 . 
例 8-10 计算 反常 二 重 积分 ||2e-e-*dzdy, 其 中 帮 是 由 直 
线 y 一 x 和 zz 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 角形 区 域 


0 和 xz 委 v， 加 
解 : 设 闭 区 域 :| 如 图 8-19 所 示 . 令 a> 十 oo， 
0<y<z， 


Lee 


则 有 ED， 从 而 
cearay = lim ||2ere>dzdy. 
D E 
由 于 


Ce 
E 


——2| ee Dar=2| (e Ddle™—1) 


[(e= 一 1)3]; = (er —1)’, 
所 以 


D 


由 ereydzdy = lim||2 ereydzdy 
ae 和 


= iv(e™ —1» 
aeo 


一 (lime “一 1)2 一 1. 
oa 一 十 co 
yh 
2 
E 
0 a 
8-19 


事实 上 , 以 上 的 计算 过 程 常常 也 采用 如 下 简洁 的 方式 来 表 
0 委 z<< 十 co 


a 
达 : 先 将 无 穷 区 域 表 示 为 | 一， 


“并 视 之 为 X 型 区 域 , 则 


to fz + ; 
|[2eeraray 一 | dzr| 2e re "dy 一 一 ?| er[e>]。,dz 
5 0 0 0 


He 
一 2| (te —e de [es eels 
0 
一 | im 一 2E= 十 全 有) 一 一世 一 工 
工 -十 co 


例 8-11 计算 反常 二 重 积分 |e ”dzdy, 其 中 忆 是 平面 
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位 于 第 一 象限 的 区 域 . 
解 : 采用 极 坐标 来 计算 . 区 域 D( 如 图 8-20 所 示 ) 在 极 坐标 


下 表示 为 
0 和 Er 一 十 ee， 
0<0<3， 
则 
a 3 ft， 
fe ?dzrdy = fe rdrd0 = | dg| e ”rdr 
Dp » 0 0 
a 
= | erdr -le | 


2 ds sk Te Ps. 人 2 us Tn 
T= erdz| edy= |le*™?dzrdy= ==， 
0 0 全 4 


从 而 得 到 
= 
这 个 积分 是 概率 统计 中 常用 的 一 个 公式 . 
了 ZH 2 
D 


RN 


8-20 


※ 附 : 极 坐 标 
为 确定 平面 上 点 的 具体 位 置 , 我 们 建立 了 平面 直角 坐标 


[ee 
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系 . 但 在 实际 生活 中 , 有 时 利用 方向 和 距离 来 确定 点 的 位 置 更 
方便 . 例如 , 船舶 航行 时 ,需要 确定 航行 的 方向 和 航行 的 距离 . 
即 以 船舶 为 基点 , 利用 目的 地 的 方位 角 及 目的 地 与 船舶 之 间 的 距 
离 来 确定 航行 目标 的 位 置 . 

1. 极 坐标 系 的 建立 

在 平面 上 取 定 一 点 O, 称 为 极点 ; 从 极点 出 发 引 一 条 射线 
Oz， 称 为 极 轴 ; 再 选 定 一 个 长 度 单位 , 并 规定 角度 的 正方 向 ( 通 
常 为 逆 时 针 方 向 ). 这 样 建立 的 坐标 系 称 为 极 坐标 系 . 

设 M 是 平面 上 的 任意 一 点 , 它 与 极点 的 距离 |OM| 记 为 ~， 
称 为 点 M 的 极 径 ; 极 轴 Ox 到 射线 OM 的 角度 记 为 0( 用 弧度 
表示 ), 称 0 为 点 M 的 极 角 . 有 序数 对 (xr, 9) 叫 作 点 M 的 极 坐 


标 ( 见 图 8-21). 极 坐标 为 (~, 0) 的 点 M, 也 可 记 为 M(x, 0). 
M(x.0) 


图 8-21 


规定 极点 的 极 坐标 为 0(0, 9), 9 可 以 取 任 意 值 . 

按 极 坐标 的 定义 ，(r, 0) 和 (xr, 2kx 十 0) (REZ) 表 示 的 是 平 
面 上 的 同一 个 点 . 在 必要 的 情况 下 , 我 们 也 允许 极 径 x 取 负 值 . 
规定 当 r 过 0 时, (7, 0) 与 (一 ">，(24 十 1)r 十 0) (REZ) 表 示 同 一 
个 点 . 因此 , 平面 上 的 点 的 极 坐标 有 无 数 种 表示 法 . 例如 , 点 


(#5, 至 ] 的 极 坐标 也 可 以 写成 3， 至 +2hr] 或 (一 /2， 至 十 


2Ar)(EEZ). 


本 书 中 , 在 不 做 特殊 说 明 时 , 约定 r 宇 0, 0 二 9 二 2x 或 一 x 


二 0<x. 这 样 , 除 极 点 外 , 平面 上 的 点 的 极 坐标 就 是 唯一 的 . 
2. 极 坐标 与 直角 坐标 的 互 化 
在 平面 上 同时 建立 直角 坐标 系 和 极 坐标 系 , 且 极 点 与 原点 


二 生生 是 入 村 分 
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重合 , 极 轴 与 zx 轴 正 半 轴 重合 . 设 平面 上 一 点 M 的 直角 坐标 和 
极 坐标 依次 为 (zx， >y) 和 (r, 0), 如 图 8-22 所 示 , 则 有 
并 一 rcos 0， 
Mi 
r= 二 ZX: 十 y?， 
wn | 


tan 0 一 空 (xz 天 0). 
Ea 


M 
Wa 
四 
9 > 
O 车 N 汶 


图 8-22 


3. 曲线 的 极 坐标 方程 

在 直角 坐标 系 中 , 曲线 方程 用 f(x, y) 二 0 表示 . 在 极 坐标 
系 中 , 曲线 方程 可 以 用 p(r, 0)=0 表示 , 这 种 方程 称 为 曲线 的 
极 坐标 方程 . 

把 曲线 看 作 适 合 某 种 条 件 的 动 点 的 轨迹 , 将 动 点 M(x, 0) 
的 极 坐标 ~, 0 之 间 的 相互 依赖 关系 用 方程 p(r，0) 一 0 表示 出 
来 ,就 得 到 曲线 的 极 坐标 方程 . 

如 果 知 道 了 曲线 的 直角 坐标 方程 , 通过 互 化 公式 , 我们 也 
可 以 得 出 曲线 的 极 坐标 方程 . 例如 , 圆 x 十 y? 二 a* (a 记 0) 的 极 
坐标 方程 就 是 r 二 a; 圆 (z 一 a 十 y* 二 a* (a0) 的 极 坐 标 方程 
为 r= 二 2acos 0. 

图 8-23 中 三 条 直线 的 极 坐标 方程 分 别 为 : 0 二 a(rE R, a 是 
常数 ), rcos 9 二 a 及 rsin 0 一 a. 
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图 8-24 中 三 个 圆 的 极 坐标 方程 分 别 为: r 二 a, 7 一 2acos0 及 
7 一 2asin0， 其 中 常数 a 二 0. 


SS =2acos 
a a 
Wl 

图 8-24 
习题 8-3 


1 设 闭 区 域 D: 十 之 2z， 把 二 重 积分 Gx， y)dzrdy 
表示 为 极 坐 标 形式 的 二 次 积分 . 

2. 计算 | Vz7 干 drdy, 其 中 了 是 圆 环形 闭 区 域 : 1 过 
zy 4. 

民 计算 | cl 十 之 十 y)dzdy， 其 中 马 是 由 圆周 zx? 十 y= 二 1 


及 坐标 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 . 
4. 选择 适当 的 坐标 系 计算 : 


eile 十 六 一 z)dzdy, 其 中 万 是 由 直线 zx 一 2，y 一 工 
卫 


L722 


及 y 二 2+ 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


(2 [raray, 其 中 D={(zx, y)|zx’ 十 y: 志 2x, y 宇 0}; 
了 


® | es, 其 中 D={(z, y)11<z<2, 3<y<4); 
一 
了 


(4) [sn Vz 十 ydzxrdy, 其 中 D={(zx, y)|zxe 志 zx? 十 yy 声 
也 
4r2 } . 


5. 计算 以 zOy 面 上 的 圆 xz? 十 y* 三 1 为 底 , 以 旋转 抛物 面 
z 二 2 一 x 一 y 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
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力 岳 


习题 参考 答案 


习题 1-1 


lL 


GOT Bs BY 
(2 4 C= 0 (1; Os 05 =Ds OO Ds 


C3) {=— 1 B03 CA 1s Dy BS Es 2 0: 
. (1) {z|z>3}; (2) {z|—=2<zxz<4). 
.ls F205 L315 {ls 2})5 (ls 3)s (25 3}7 {ls SS 3 
= TY -E393 (C2) MTs 2 Bs ds Ss OF 
(C3) AL; Eh 
, (1) {z|2<z<3}; (2) {z|—2<z<5)}; 


(3) {zx|3<zx<5). 


;CL LE; S&S CO =2 U BD: 


(3) (—%, —1) U (3, +%. 


习题 1-2 
I C1) {ww (2) {z|—2<z<3}; 
(3) {z|z< 一 2 或 z>>2}; (4) {xz|z 志 3}. 
2 C1 yl y= ly Dy (2) {y|1<y<2}); 
(3) {y|0<y<3}. 
3. (1) y=cos’z; (2) y= V1—z; 


2 


4. (1) y=sinu, u=3zx; (2) y=Vu, u=1—2zx; 


(3) y=e’, u=zx’; (4) y=arcsinu, u= Vz. 
5. f [Ff Ca] =1—1, f {F [f (2)]) =z. 


(i < 
6. f (zx) =12 (z 十 1)， 一 2 委 z 魏 0， 
(wD Os<l, 
a 


7. CW Y= —11<zx<9; 


(2) y 一 Vz ，1 委 z 委 9; 
(3) ?一 1 十 工 Zz#0; 


(4) y= /zrT2, —1<zx<6. 
8. 略 . 
9. (1) 奇 ; (2) 偶 ; (3) 偶 ; 
(4) 偶 ; (5) 奇 ; (6) 奇 . 
10. 略 . 
11. (1) 减 ; (2) 减 ; 
(3) 在 (一 w, 0] 上 减 , 在 (0, 十 史上 增 ; (4) 增 . 
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习题 2-1 
1. 图 形 略 . f (2-) =2, f (2+) 一 4. 
2. 提示 : 分 别 考虑 在 z==0 处 的 左 、 右 极限 值 . 


"Ek I 
& ww 证 一 天 ln (lw) PF¥ = 元 二 1 


， Xarctan —. 
er 


£ sinz 


1. C1) 6; (2) 3; (3) i (4) 2a; 
玉 中 
(5) 一 (ed: Ts (7) Gr; (8) 6; 
(0) 一 站 (0 3; (1D 一 1 (12) 2. 
2. k=—10 
3. a=0, b=—1 
习题 2-3 
| 3 
1 KY 5 (C2) 了 (3) 0; (4) 0; 
CY C6 工 ， (7) cos2; (8) 6 
2; 了 . 
2 CI ey (2) e2; (3) e2; (4) e4; 
CE es (6) 2; C7 es (8) In2. 
习题 2-4 
1. 不 连续 . 提示 : 分 别 考虑 在 z==0 处 的 左 、 右 极限 值 . 
2. (Da=l; (2)a=2; (3) a=2, 6 一 一 亏 . 


3. (1) z= 二 0， 跳 路 间断 点 ,第 一 类 ; 
(2) zx 二 0， 跳 路 间断 点 ,第 一 类 ; 
(3) zx 二 一 1，x 二 3， 无穷 间断 点 ,第 二 类 ，; 
(4) z= 土 1， 无 穷 间 断 点 ,第 二 类 . 
sin4 ， 
2 
CD els 《二 
5. 提示 : 构造 辅助 函数 后 ， 利 用 零点 定理 . 
6. 提示 : 构造 辅助 函数 后 ， 利 用 零点 定理 . 
7. 提示 : 利用 介 值 定理 . 


4. (1) V2 ; (2 (3) V3 ; 


第 3 章 
习题 3-1 
1. 切线 方程 : y 一 1 二 4 (zx 一 1); 法 线 方程 , > 一 1 一 一 二 
(ee—1)s, 
2. 切线 方程 y 一 1 一 2z; 法 线 方程 y 一 1 一 一 二 z. 
3. y 一 1==2 (zx 一 1) 和 y 一 1 2 (zx—1); 
4 《1 = (2 —10; 
下 2z5 zZ 委 0， 
5.(D) f° (z) =| 
37’, z>0; 
1 
;0s 
(2) f° (z) =1lTz’ 
1，z 委 0; 
/ ss 
(3 fF Kw -> 
习题 3-2 
1 (1 =32—dxs (2) xz’—16x '; 
(3) Br + i; (4) 2 lh 
(5) sinz 十 zcosz;y (6) er (coszx—sinz); 
2 
(7) cotz 一 zcsczziy (8) 一 二 
1 Le 
(9) Dt TF 
(10) — sinzarcsinz— C0sz//l1— 2 
(arcsinzx)’ 
和 KU Ze0822; (2) 一 一 全; 
和 一 


(3) 40(27—1)™; (4) —sin2z; 
(5) n sin” lzcos (2 十 1) xz;(6) 也 
(7) tan J Si (8) 5 
六 i 
(9) —2°™ »。 ln2 « csc:z; CL0) 一 让 
4 
0D Cte 
C12) 一 -的 (csc2z 十 cot2z); 
于 
CL 3 ED 
V1l+z? 2 (1—%) 
习题 3-3 
1, CL) dino (2) a3, 
(3 Ce (4) —2e’sinz; 
2z _2sin 〈lnz) 
(5) 2arctanz 十 1 二 2 (0 = 
2. (1) f° (sinz) cos:z—f (sinz) sinz; 
了 pgp 
@ ley Wa) +EF Wa) 
(3) De a Cad = .28 导 
ry ” 
(4) ef fF? (zx) 十 PCz))。 
3. (1) y 思 一 ar。(lna)"; 
(2) 愉 一 lnz 十 1，y 包 一 (一 1D)”。 (2 一 2)1 +z!" (n> 
2 
(3 y= sm dp 
(4) yy zw— lI) $= 2 01) 3 
y=(—D"lien!l .x !" (n>3). 
习题 3-4 
YL. WI C= lcs (2) (lnz+t1—2x) dz; 


6. 
和 


1 
(1 
1 
(5 一 (6) 
2Vz (lx) 1 学 


(3) dx; (4) ee” (2cos3z 一 3sin3z) dz; 


Edz, 


zr 
(1) 4z 十 C; (2) +i 
3z 
(3) G6 (4) In|1+z|+C; 


(5) 2Vz 十 C; (6) Varctan2z +C. 


提示 : 构造 辅助 函数 ， 利 用 导数 性 质 . 
提示 : 构造 辅助 函数 ， 利 用 导数 性 质 . 
提示 : 构造 辅助 函数 ， 利 用 导数 性 质 .. 


:C1 递增 区 间 : k= 一 分 U (2， 十 四 ， 递减 区 间 : 《一 


2 ,28 


(2) 递增 区 间 : 人 却 ， 十 co) ， 递 减 区 间 : (0， 坪 ) ; 


(3) (一 wo， 一 1) U (1， 十 叫 ， 递 减 区 间 : (一 1，0) 
加 ww Ws 
(4) (一 wD U (二 ,十 办， 递减 区 间 : (1，33) 


提示 : 构造 辅助 函数 后 ， 利 用 导数 性 质 及 零点 定理 . 
提示 : 利用 柯 西 中 值 定 理 . 


习题 4-2 


L: 


C1 Ls (2) (3 ls (Oo 


(D1; (6 一 CD0 (0) 地; 
(V1; GO V6; QD1; 42) 一 于 
2. 略 . 
习题 4-3 


1. (1) 极 小 值 F (2) = 一 12; 
(2) 极 小 值 f (1) 三 一 2， 极 大 值 F (一 1) =2; 
(3) 极 小 值 f (十 1) = 一 1, 极 大 值 f (0) =0; 


La -区 - 
(4) 极 大 值 f (3) = 


于 


(5) 极 大 值 f (Ce) = 


(6) 极 大 值 F (1) = 一 型 


2. (1) 最 小 值 f (一 1) = 一 5, 最 大 值 f (2) 一 4; 
(2) 最 小 值 F (一 2) = 一 22， 最 大 值 f (一 1) 一 4; 


(3) 最 小 值 / (1) =5， 最 大 值 f (2) = 当 ， 


(4) 最 小 值 F (一 1) 一 /2 一 1， 最 大 值 (3 了) 一 了. 


3， 当 底面 半径 与 容器 的 高 的 比例 为 1 : 1 时 ， 容 器 表面 积 
达到 最 小 . 

4. 所 求 正 数 为 1. 

5. 《1) 凸 区 间 (2， 十 co) ， 凹 区 间 〈 一 o，2)， 拐 点 〈2， 
= Dy 
《2) 凸 区 间 《一 1，1)， 四 区 间 (一 w, 一 1) U 《1， 十 

oo) ， 拐 点 〈 一 1，ln2) 和 (1，ln2); 

(3) 凸 区 间 〈 一 co， 十 oo ; 


(4) 西区 间 (一 o 一 十) U ( 工 ， 十 办， 四 区 间 (一 二， 
V3 V3 #3 


习题 5-1 
1. (1) 此 为 由 直线 y 一 z, xz 一 0, xz 一 1 和 工 轴 围 成 的 三 角 
形 面积 ， 值 等 于 坟 ; 
(2) 此 为 上 半 单 位 圆 > 一 Vi 一 到 的 面积 ， 值 等 于 3 


(3) 此 为 函数 曲线 y= 二 sinz 与 x 二 0, zx 二 2x 和 xzZ 轴 的 图 
形 的 几何 面积 ， 值 等 于 0. 


(a DLL 


3. (1) IL 之 1,; (2) LI,; (3) LI<1. 


习题 5-2 
2 3 
Ll,, CD ZC (2) gx? +C; 
4 
(3) z—S Sxl+tC; (4) 二 一 2z 一 二 十 Ci 
(5) w—atctanw Gs (6) 一 二 一 arctanz 十 Ci 
(7) sinzt+ eosz+tC; (8) 六 人 一 +G; 
(9) tanz 十 Ci (10) —éotw—£+C. 
习题 5-3 
于 ews (2) —sinz; 
二 名 2 
(3) 1 A (C4) 26x 


1 三 业 。 
2 CL 2 (2) 35 


3 C1) 63 (2) 2; 


ey 
(5)3 0 ee ); 


Co Ts (8) 2. 

习题 5-4 
2 8 
1. (1) 5 (2) 3 


(4) ln (1 十 e) 一 In2; 


nT 站 /8 
C7 Eu (8) 一 3 


和 一 1 ， 
2 C1 十: ls 
(3) 1—2er 


习题 5-5 


(3) 1; (4) 1. 
1 一 
(3) 3 (4) 1 4 
工 
(6) 2 
(3) e 1 一 e 3; 
工 2 
(5 2 (6) 3 


(2) sin1 一 cosl; 
Le 

(4) 1; 

(06) 全 一 人) 


(8) 2 (e++1); 


t 3 
(3) BE (4) 丈 2ln2. 
(2) 六 .= 和， = 


习题 5-6 
1. 01) 收 伍 到 坟 ; (2) 发 散 ; 
(3) 收敛 到 允 (4) 收 全 到 亚 ; 
(5) 收敛 到 2; (6) 收敛 到 x; 
(7) 发 散 ; (8) 发 散 . 
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习题 6-1 
1. (1 二 阶 5 “20 一 阶 ; 37 一 阶 ! (三 阶 . 
2. 略 
习题 6-2 


3 
LL CY = 


(3) y 王 In (er 十 C); 
C05 gj = C20 


2. (1) ln 之 一 Cz 十 1; 
了 
(3) e ”一 Cz; 


(5) zz 一 办 一 Cy; 


3 (De (ziC)s 


(3) 3 一 和 十 Ce 


(5) > 一 2 十 Ce ; 


3 
加 
[9] y=— +C; 
(4) y=Ced einrts /i ; 
(6) siny=Csinzx. 


(2) e =Cz; 
(4) sin Y=Cz; 


(6) Cy=e. 


C2 y= 证 Cz 
(4) ye 


(6) y= (~coszt+C). 


4. (1) y 一 2eg ; (2) y=1; 
(3) ez 一 上 (4) y:=37z’—2z; 
(5) y 一 ZsecZ; (6) Cy=3 G 一 二 ). 


2 了 二 人 一 元 一 二 


6. y 一 2z 一 Zlnz. 


习题 6-3 
3 E> 
L; "1 y= tOzrtC; (2) y=g tCzrtC; 


LE y= 一 9 十 z+33， (4) y=e”; 


(5) y 一 Ze 十 Cl 十 Coer; 
(6) y= 〈z 一 1) er 十 Ci 十 Czz2. 

2. (1) y=Cie 十 Cze4; (2) y 一 Ciez 十 Cze4; 
(3) y= (Ci+Csx) er (4) y=Cie “Ce™; 
(5) y=e * (Cicosz+C,sinz); 

(6) y=e 2 (Cicosz+tC,sinz). 
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习题 7-1 


1. 球 心 在 (1，0，0)， 半 径 为 病 的 球面 和 球 心 在 (0，0， 
0) ， 半 径 为 2 的 上 半球 面 . 


2. (1) 椭 球 面 ; (2) 椭圆 锥 面 ; 
(3) 椭圆 抛物 面 ; (4) 椭圆 锥 面 . 
3. z=1—Zzx’—y’. 
习题 7-2 
1. (1) z+y’s (2) =m yy 


a 6 WE 

ve” 十] 谣 G2 一 由 

etu—v’ 罗干 x 一 六 

4. z=e [2zsin (z+y) 十 cos (z+y)], %=e cos (z+y). 
5. (1) w= tfy tT fas we fy —fi's 


1 
区 


3 砍 


(2) xz- 芒 记 十 二 Fo， zy = 一 f1 二 

(3) zx 一 P (z+y) +zg (z+y), zy,=zxp (z+y). 
人 B= 

zw —=4f un—4f tf 2. 


7 dy__2 G+D) 
”dz 2z 十 1 * 
8 dy 2Z? 十 1 时 yy 2zy 十 3 
”dz Z2 ”dzs me 
9 _ 1 十 yz 1 
. 和 » i 
he ee 
-和 芝 四 _ 4yz’—3zz’ 
10; Ye yz 一 ”2 ryz’ 9 (zx 一 2yz)5 
9 (z) 3 1 
11. z, 1l—zxg (z)’ 2 1 一 z8g”(z) 


习题 7-5 


1. (1) 在 点 〈 一 2，1) 处 取 极 小 值 z (一 2，1) 一 一 3; 
(2) 在 点 (0，0) 处 取 极 大 值 z (0，0) 一 0; 


(3) 在 点 (一 1, 去) 处 取 极 小 值 > (一 1, 过) 一 一 汪 . 


2 = 2 (= = 5. 


63v2 
32 


4 当 长 、 宽 分 别 为 y237 时 ， 表 面积 达到 最 小 值 . 
5. 当 长 一 名， 宽 一 2 时 ， 容 积 达到 最 大 值 . 


习题 8-1 
1. 略 . 
2. I.<l. 


3. 略 . 
习题 8-2 


i 区 (2) 妾 ， 


2. (01) 4; (2) 一 各; 


64, 
15” 


3. GD | ay eR 


(4) (i T= 
2 lnz 
(3) [zf flz,y)dy; 


(5) | |7repdr 


2 


(2) a | feed 


0D az [frydys 


(6) [rp +| dz| fC)dy. 


4. (1) 4; (2) 略 . 


习题 8-3 


1. 下 d9 [8°%f (rcosg，rsing) rdr. 


1l4x 
全 


9 


3. (21n2—1). 


32 3 
4. (1) 3 (2 了 
37 


2 


(3) bn 人 


DD ~. 


